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PREFACE.

i s

Le jeu de billard, tel qu'il est devenu avjourd’hui,
par l'usage des queues propres &4 donner aux billes d’as-
sez forts mouvemens de rotation , offre divers problémes
de dynamique que 1'on trouvera résolus dans cet ouvrage.
Je pense que les personnes qui ont des connaissances de
mécanique rationnelle , comme les éléves de VEcole
Polytechnique, verront avec intérét Pexplication de tous
les effets singuliers qu'on observe dans le mouvement des
billes.

Clest aprés avoir va produire ces effets par le célebre
joueur Mingaud, que j'ai essayé, il y adéja long-temps,
de les soumettre au calcul. Javais trouvé alors ce qui
fait l'objet du premier et du huititme chapitre de cet
ouvrage. Depuis jai complété ce qui se rapporte plus
spécialement au choc des billes, en ayant égard au frot-
tement.

Je dois a l'obligeance de M. Mingaud d’avoir pu m’as-
surer en le voyant jouer, que les formules et les con-
structions qui s'en déduisent donnent des résultats con-
formes & 'expérience.

M. de Tholozé, gouverneur de I'Ecole Pol ytechmque,
a bien voulu m’'indiquer divers coups compliqués dont
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la théorie m’a donné ensuite Uexplication : ainsi c'est par
lui que j'ai vu produire I'effet indiqué par les construc-
tions des figures 31 et 67, qui sont expliquées dans le
cours de I'ouvrage.

M. Poisson , dans la nouvelle édition de son Traité de
mécanique, a examingé les effets du frottement sur une
sphére qui se meut en ligne droite : cette question est
un cas particulier de celle quwon a a résoudre dans le
jeu de billard. Le fils du célebre Euler s'est occupé du
mouvement d'une sphére sur un plan, en ayant égard
au seul frottement de glissement. Son mémoire, dont je
n'ai eu connaissance ue depuisque javais déja terminé
mon travail, est insévé dans le recueil de Tacadémie de
Berlin, année 1758. On n’y trouve de commun avec cet
ouvrage quune des propositions que je donne dans le
premier chapitre d’'une mani¢re plus simple : elle con-
siste en ce que la courbe décrite par le centre de la bille
est une parabole, quand on ne considére que le frotte-
ment de glissement. Ce géométre n'a pas donné le théo-
réme au moyen duquel , méme en considérant les deux
frottemens , on obtient la marche de la bille lorsqu’elle
finit par rouler.Pour ce qul concerne Veffet du frottement
dans le choc des billes entre elles et avec la bande, et
pour tout ce quli se rapporte au coup de queue incliné,
je ne crois pas qu'on s'en soit encore occupé.

Jai pensé que quelques personnes qut ne voudraient
pas entrer dans le détail des démonstrations , et qui ce-
pendant auraient assez Ge connalssances mathématiques
pour entendre le Jangage et les principaux signes de cette
science , seraient Lien aises de trouver & part un résumeé
des régles et des constructions fournies par la théorie:
c’est pourquoi je I'ai présenté en téte de l'ouvrage. Les
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lecteurs qui voudraient examiner plutot les questions
sous le point de vue mathématique, pourront passer cet
exposé , qui se trouve reproduit dans Vouvrage avec les
démonstrations. Néanmoins, on devra y recourir pour
Iexplication des planches 6,7,8,9, 10, 11 et 12; elle
se trouve aux pages de 32 4 39, et de 46 a So.

4



TABLE

DES CHAPITRES.

Pages.
Exposé des principales conséquences de la théorie et des

constructions qui donnent les mouvemens des billes, . . . [
CuarPiTRE I°*. — D mouvement d’une bille sur un plan hori-

zontal, en ayant égard aux frottemens. . . . . . .. ... b
Cuaritre II. — De Veftet du coup de queue horizontal. . . . »8

Casarrrre III. — Du choc de deux billes et du carambolage
en négligeant le frottement tres-petit qui a lien entre les
billes pendant le choe. . . . . . ... L.

- » * L] - - L d IOI
CuapiTeeE 1V. — Des effets d’'un deuxiecme choc entre deux
billes, aprés un premier choc. . . . . . . e e e R § §)

CaariTrE V. — Du choc de deux billes, en ayant égard, au
frottement cntre les billes pendant le choc, au défaut
d’élasticité , et a l'incgalité des masses. . . . .

...... 119
Cuaritee VI. — Du choc contre la bande , soit directement,

soit apres un autrechoc. . . . . . . .. Lo Lo 135
Caarirre VII. — Cas particulier ou il faut modifier les formu-

les et les constructions relatives a l'effet du frottement pen-

dantle choc. . . . . . . ... Lo L L, 143
CrapiTRe VIII, — De l'effet du coup de queue incliné. . . . . 146



EXPOSE

Des principales conséquences de la théorie, et des construc-
tions qui donnent les mouvemens des billes.

Je commencerai par définir quelques termes, et
par poser les principales notations dont Jje me ser-
viral.

Point dappui de la bille. Cest le point par lequel
elle repose sur le tapis et ot s'exerce le frottement.

Point supérieur de la bille. Cest le point situé a
Fopposé du point dappui sur le diamétre vertical
passant par ce point.

Le centre supériensr de percussion ow doscillation de
la bille. Clest un point situé sur la verticale passant
par le centre a une distance au-dessus de ce centre,
¢gale aux : da rayoun.

Le centre inférieur de percussion. Cest un point si-
tue au-dessouis du centre aux 2 du rayon.

Le premier point est le centre de percussion par
rapport a un axe de suspension passant par le point
d'appui; le second point est le centre analogue en fai-
sant passerl'axe de suspension par le potnt supérieur
de la bille, c'est-a-dire par I'autre extrémité du dia-
métre vertical qui va an pomt d'appui.

Axe de rotation. Cest I'axe dont tous les points ont
la méme vitesse que le centre.

La direction de cet axe de rotation est celle d'une
ligne partant du centre et dirigée sur cet axe, d’un

I
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coté tel que larotation qui a lieu se fasse de gauche &
droite autour de cette ligne, pour un observateur
voyant la bille par le cote ou aboutit cette direction.
Ainsi quand la bille roule sans glisscr autour d'un axe
horizontal et quelle s'éloigne du joueur, la direction
de T'axe de rotalion cst le rayon horizontal a droite
du joucur.

Vitesse de rotation aw point d’appui. Clest la vilesse
qu'aurait le point d’appui de la bille, en vertu de la
seule vitesse de rotaticn autour de son centre supposc
immobile.

Rotation directe. Cest la rotation qui a lieu dans le
méme sens que lovsque la hille roule sans glisser sur
je tapis; oun s1 l'on veut, c'est 1a rotation qui a heu
Jorsque la vitesse de rotation au peint d’appui tombe
du coté oppos¢ a la vitesse de translation du centre
de la bille : dans ce cas laxe de rotation se porte a
droite du joueur.

Rotation rétrograde. Cest la rotation qui a lieu dans
le seus opposé ala rotation directe, c’est-a-dire quand
]a vitesse au point d’appui tombe du cote de la vitesse
de translation de la bille : dans ce cas I'axe de rota-
tion se porte a gauche du joucur.

Etat de glissement. Cest I'état oil se trouve la bille
a Tinstant ou la vitesse de rotation au point dappui
est nulle, cest-a-dire ot l'axe de rotation est ver-
tical, si la vitesse de rotation autour de cet axe n'est
pas nulle.

Etat firal de la bille. Cest 'état ol elle se lronve
quand elle roule sur le tapis en ligne droite sans quil
v ait de glissement, ct par conséquent de frottement
de premiére espéce au point d’appui. La vitesse de
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rotation au point d’appui se trouve alors égale et
directement oppnsce a la vitesse de translation du
centre. Dans cet état final les vitesses de translation
et de rotation changent assez peu pour qu’on puisse
les regarder comme constantes.

Ladirection finale, ’est la direction du mouvement
de la bille quand elle est a I'dtat final.

Etat varié de la bille. Cest I'état ou elle se trouve
avant d'¢tre a I'état final, c'est-a-dire quand le point
d'appui glisse et conséquemment frotte sur le tapis.
Dans cet €tat les vitesses de translation ct de rotation
varient Irés-rapidement pour arriver ensemble i
leurs valeurs finales.

Volcl maintenant les principales notations dont
nous ferons usage :

M’ masse de la queue ; elle est ordinairement
egale a trois fois celle de la bille.

W la vitesse de la queue avant qulelle choque Ia

bille.

R le rayon de la bille,

M Ia masse de la bille.

W, la vitesse initiale du centre de la bille, c’est-a-
dire celle qu'elle prend aprés le coup de queue.

W_ la vitesse initiale du centre pour la méme vi-
tesse de la queue, quand la ligne du choc passe par le
centre de la bille.

W la vitessc du centre de la bille & un instant quel-
conque de son mouvement. '

Wa la vitesse qu'a le point de Ia bille qui est au
point d’appui.

Wi la vitesse qu'aurait ce méme point d’appui de
la bille en vertu de la rotation, en faisant abstraction
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de la vitesse W du centre; en sorte que W, est la ré-
sultante de W, et de W.

w la vitesse de rotation du point situ¢ sur la ver-
ticale passant par le centre ctaux ; du rayon au-dessus
de ce centre, point que nous avons appelc centre su-
périenr de percussion; cette vitessc w est cgale et
opposée a : W. .

Les valeurs initiales des vitesses seront toujours
désignées par des accens placés au bas des lettres.

¥ la distance vectiligne parcouruc par la bille de-
puis l'instant ou elle a recu le coup de queue jusqu’a
un instant quelconqué, en supposant qu'elle se meuve
en ligne droite.

¥, la distance rectiligne parcourue par la bille dans
la méme supposition , lorsqu’elle est arrivce a son ctat
final ou de roulement.

y. distance analogue lorsque la bille est arrivee a
I'état de glissement.

p, ¢, I, les trois projections sur trois axes rectan-
gulaires des x, des y et des 5 de la vitesse angu-
lairc de rotation portée sur laxe de rotation du
cOté indiqué pour sa direction; ces axes ¢tant pris
ordinairement de mani¢re que la direction du mou-
vement du centre soit celle des y positifs, la per-
pendiculaire horizontale a droite sur le tapis soit l'axe
des x, et la verticale au-dessus du tapissoitl'axe des z.

Ces quantités peuvent encore ¢tre définies endisant
que Rp Rg Rrs'obtiendraient en prenant les vitesses
des points situés sur des grands cercles paralicles aux
plans coordonnds, lesquelles vitesses seraient ensuite
projetées sur les mémes plans. Cette manicre de d¢-
finir ces quantitésrésulte de cette proposition, que pour
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tous les points d’un grand cercle d'une sphére, les vi-
tesses, qui en général sont différentes en grandeur et
en direction, ont des projections constantes sur le
plan de cc cercle.

[la hauteur au-dessus du tapis ot la ligne du choc
vient rencontrer le plan vertical menéd par le centre
de la bille perpendiculaircment au plan vertical du
choc.

% la distance du plan vertical du choe au centre de
la bille : cette quantité étant positive ou négative,
sulvant que ce plan est pour le joueur a droite ou a
gauche du centre.

a la plus courte distance de la ligne du choe au
centre de la bille. Quand le coup de queue est hori-
zontal,on a @’ =—=(R—{Y+ A"

J le cocflicient du froltement du tapis sur la bille
pendant le mouvement, c’est-a-dire le rapport entre
son poids et la foree produite par le frottement. On a
trouve par expérience que f==0,25 sur un tapis or-
dinaire. Ce coefficient doit varier un peun avee les
tapis, mais on n’a pas trouvé de variations trés-sen-~
sibles sur ceux qu’on a éprouvés.

/. le coefficient dua frottement entre le tapis et la
bille, soit pendant le choc contre la bande, soit pen-
dantle choc de la bille contre le tapis quand on donne
un coup de quene incliné. Ce coefficient, pour le choe
contre la bande, a été trouvé de o,20.

/" le frottement qui se produit entre deux billes
péndant le choc. Ce coclficient est trés-petit , il ne dé-
passe pas 0,03.

0 la portion de la force vive totale de la queue et de
la bille qui est perdue dans le choc de ces deux corps,
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L'expérience montre que cette {raction peut étre re-
gardee comme constante et égale a 0,13.

¢ la portion de vitesse normale qui est rendue dans
le choc de la bille contre la bande. Celte {raction reste
trés-pres de 0,55 pour beaucoup de bandes qui ont
cté essayces; mais elle varic un peu avec les vitesses, de
telle sorte qu'elle se¢ réduit a 0,50 pour des vitesses
de 7=. par secondes, limites des vitesses des hilles au
billard, et qu'clle est de 0,60 pour de trés-petites vi-
tesses de moins de 1™,00.

Du mouvement d'une bille sur le tapis, sans considérer d’abord
la cause qui a produit ce mouvement.

Une bille ayant un certain mouvement initial qui
est tel que I'axe de rotation ait une position quelcon-
que par rapport a la direction du mouvement du
centre, décrit une ligne courhe par leffet du frotte-
ment que le tapis excree au point d’appui. De quelque
nature que scient les frottemens, lu résultante de la
vitesse du centre de la bille et de la vitesse du centre de
percussion supérieure est toujours constanteengrandeur
et en direction pendant le mouvement. Cette direction
est celle que nousavons appelce finale, ¢est-a-dire celle
que prend le centre de la biile quand elie cesse de frot-
terau point d'appui et qu’elle roule simplement sur le
tapis.

Quand on néglige le frottement de roulement qui
est insensible, la direction de la vitesse au point d'ap-
pul, et conséquemment la direction du frottement de
glissement, est toujours constante pendant le mou-
vement, en sorte que, comme d'une autre part son
intensité est indépendantede la vitesse , la courbe dé-
crite par la bille est une parabcle.
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Si A B (fiy. 1) reprcsente la vitesse de translation du
centre, A G la vitesse de rotation du point d’appui
dans sa propre direction, et A F la vitesse égale et
opposce & celle de rotation du point d'appui, c’est-a-
dire la vitesse de rotation du point supérieur de la
hille qui est diamétralement opposé au point d’appui;
le frottenient agira toujours dans la direction de B
vers F, de sorte que la vitesse de la bille reste uni-
forme dans le sens perpendiculaire a BIY, et quelle
est accélérée ou retardée dans le sens BF seulement.

Pour que la bille marche en ligne droite, 1l faut
que l'axe de rotation soit dauns un plan vertical per-
pendiculaire a la direction du mouvement, ou, ce
qui revient au méme, que la vitesse de rotation AG
au point d’appui soit sur la méme ligne que la vitesse
AB de translation du centre. Quand ces deux vitesses
font un angle, le mouvement commence toujours par
se faire en ligne courbe jusqu'a ce que ces vitesses,
dont les directions vont continuellement en s'écartant,
soient devenues égales et opposées. A partir du mo-
ment ot cette circonstance a lieu, la bille roule sans
frotter, et son mouvement se fait en ligne droite sans
que la vitesse de rotation nil'axe de rotation changent
de direction ni de grandeur.

Pendant le mouvement de la bille, les vitesses AB
et AF vout en se rapprochant 'une de l'autre, de telle
sorte que si 'on ne soccupe que du changement de
ces vitesses en faisant abstraction du mouvement du
centre A de la bille qu'on laissera a la méme place sur
la figure 1, alors les extrémités B’ et I des nouvelles
vitesses variables AB et AT’ restent sur la droite I'B,
et savancent I'une vers I'autre jusqu’a ce qu'elles solent
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réunies au point E, placé de maniere qu'on ait EB=
2 FB.

St sur la direction AG de la vitesse du point d'ap-
pui on porte AH = 2 AG, la ligne AH sera la vitesse
du centre de percussion inférieur ; l'extrémité H de
cette vitesse, qui s'emploie beaucoup dansles construc-
tions qu'on indiquera plus loin, sc déplace de maniére
a avancer d'une grandeur HII égale et paralléle & la
longueur BB, dont le point B a avancé en méme
temps. Silon porte AH’ de I’ en D en sens opposé,
le point D restera constant pendant que B’ marchera
de B vers E : DI sera alors la vilesse de rotation du
centre de percussion supéricur,tandis que AH' est celle
du centre de percussion inférieur. Cette construction
est liée a la proposition énoncée plus haut, savoir :
que la direction de la vitesse finale est teujours la
direction de la résultante de la vitesse du centre
de la bille et de la vitesse de rotation du centre supé-
rieur de percussion.Mais ii faut faire attention que la
grandeur AE de la vitesse finale n’est que les 2 de cette
résultante AD ou HB.

Sile frottement a une intensité constante £ le point
B’ s’approche de sa position finale E cn parcourant
par seconde un espace fg ou 27,45 : g ¢étant dgal a
9,809, et f étant d’apres diverses expériences d'en-
viron o0,25.

Pour avoir le point L o1 sera la bille sur le tapis,
lorsquen partant de A elle sera arrivée i son état fi-
nal; on tirera AM au point M milieu de EB; le point L
sera sur AM a une distance AL de A, quisera & AM

dans le rapport de BM z‘l‘};g, ou de BE a fg. Pour
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faire cette réduction, par construction on meénera
AJ paralicle & FB et égal &4 fz; cette droite cou-
pera HB en I; on joindra JM, et par I menant IL
paralléle a JM jusqu'a sa rencontre L avec AM, on
aura le point L o1l sera la bille au moment ou elle
commencera i ¢tre & son ¢tat final : ce sera par ce
point qu'on tracera la marche finale LV dans la di-
rection de HB ou de la paralléle AD. La marche courbe
scra une parabole AL tangente en A et L aux droites
ABet LV, qu sont les directions initiale et finale du
mouvement du centre de la bille.

Les vitesses variables W, W, et w, cest-a-dire
AP, AF ou AG',et A" ou DB’ de la figure 1, sont les
seuls élémens dont onait besoin pour connaitre ce qui
arrive dans le choc contre une autre bille. Si I'on
veut les construire pour chaque position de la bille
sur la courbe AL qu’elle déerit (£g.3), on remarquera
que la vitesse de franslation étant uniforme dans le
sens AP perpendiculaire a BF, il suffira de prendre
sur cette perpendiculaire des intervalles ¢gaux A#/,
n'n”, n'l, et de remarquer que si les deux vitesses
AB et AF' étaient portées a partir de ces points #'n",
leurs extrémités o, 7, f7, /7 se trouveraient sur les
droites BE et FE mencées des points B et I ‘au point
E, extrémité de la perpendiculaire EE a BF, laquelle
serait prise dgale a A/ projection de la courbe AL
sur AP. Mais en vertu de ce que ces vitesses doivent
se porter & partir des points A/, A” et L, il faudra re-
porterlespoints?/, 1", ', f"et E du c6té de la courbe
AL, et parallélement 4 BF des quantités 6D, £F, et
b"B", f'F", et E'B”, dgales aux ordonnéesde cette courbe
n'Al, A" et [L. Par cette construction, les directions
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A'Y, A"} sont celles des tangentes a la courbe AL,
puisque ce sont celles des vitesses du centre de la hille
qui décrit effectivement cctte courbe.

Quant au point H qui est I'extrémité de la vitesse
du centre de percussion inférieur, il déerit la courbe
HI'H"H" ézale et parvallele a la courbe BIB'D" dé-
critc par le point B. Le point D, extrémité de la
vitesse BD = AH’, portée a parvtir de I, décrira une
courbe DD'D’D™ tout-a-fait égale a la courbe ANA"L
parcourue par la bille pendant ce mouvement. La
droite AD, résultante des vitesses AiY, B'D', se trans-
porte en restant égale et parallcle a elle-meme.

Quant a la vitesse horizontale Rr des points de I'é-
quateur horizontal de la bille, elle reste sensiblement
constante pendant le mouvement de la bille.

Du coup de queue horizontal.

Nous définirons d’abord les expressions suivantes :

La ligne du choc. Cest 1a ligne meunée par le point
oti la queue va frapper la bille dans la direction du
mouvement de cette queue, qui est toujours supposce
celle de son axe de figure.

Plan vertical du choc. Cest le plan vertical mené
par la ligne du chace.

Bien ue la ligne du choc ne passe pas par le cen-
tre de la bille, pourvu qu'on ne frappe pas 4 une dis-
tance du centre qui atteigne la limite ou le frotie-
ment ne peut plus empécher le boutl de la quene
de glisser sur la bille pendant le coup, la direction
initiale de la bille ne dépend pas du frottement qui
s’¢tablit entre la qucue et la bille; cette direction
ne deépend que de celle du coup de queuc, ou,
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autrement dit, de la direction de la ligne du choc;
c'est ce qui fait qu'on peut alors assurer le tir. Si 'on
frappela bille plus loin du centre que cette limite , la-
quelle scra beaucoup moins étendue en n'existera
plus sile bout de la queue prend une petite vitesse
transversale, c’cst-a-dire perpendiculaire a Paxe de la
quetc, alors le tir n'est plus assuré, ct Yon fait fausse
queue. La limite de la distance @ du centre ot T'on
puisse frapper la bille avec une queue garnie et bien
frottée de craie, est au plus de 0,70 R, s1 le coup est
bien assuré, sans vitesse trausversale.

Toutes les fois que la ligne du choc ou P'axe de la
queue qui lui est paralléle sera horizontale, ou bien
toutes les fois que le plan vertical du choc passera par
le centre de la bille, celle-ci ira en ligne droite. Ainsi,
dans le jeu ordinaire, dés qu'on tient la queue de
niveau, si I'on ne fait pas fausse queue, ¢n quelque
pomt qu'on frappe la bille, celle-ci ira en ligne
droite dans la direction de la ligne du choec.

Le mouvement en ligne droite commencera, en gé-
néral ; par un mouvement varié qui ne deviendra
uniforme que lorsque la bille sera arrivée a 1'état
final de roulement. Le mouvement varié sera retardé
st la ligne du choc passe au-dessous du plan hori-
zontal mené par le centre de percussion; si la ligne
du chocest dans ce plan, la bille prend de suiteson état
final; et si la ligne du choc était au-dessus de ce plan, le
mouvement varié serait accélere jusqua I'état final.
Mais cette derniére circonstance n’arrive guére dans
le jeu ordinaire , parce qu'il faudrait frapper trop prés
du point ou I'on commence a faire fausse queue.

W, étanl la vitesse que prendrait le centre de la
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bille sous le méme coup de queue, c'est-a-dire avec
la méme vitesse de la quene si la ligne du choc pas-
sait par le centre, et a étant la distance de la ligne
du choc au centre; on a pour la vitesse W, que prend
le centre de la bille par I'effet du coup de queue,

M ! g
W, (I—f- ——) [1+ \/1——0——U 2—1— (1+ :5- f—)]

W M M 2 R
' M 5 g NN
<’+i\‘1"+51¥) ( +‘/‘—9—91~.T)

Cette vitesse devient W quand on a a = o.

Dans les limites ot 'on peut prendre la distance
a, cest-a-dire de a =0 a a=o0,60 R, ainsi qu'on
H jm—
cette valeur est représentée dans la figure 4 par
les ordonvées de la courbe CCC'C/, dont les
abscisses OR on M"M sont les distances a du point
du chee au centre O de la bille. Ainsi, en prenant
pour le cercle tracé dans la figure le grand cercle de
la bille perpendiculaire 4 la direction du choc, mais
dans une proportion beaucoup plus grande par rap-
port a I'échelle des vitesses, T représentant le point
ou la ligne du choce vient percer le plan vertical de
ce cercle, on reportera la distance OT pour en fairve
I'abscisse OR; l'ordonnée MC correpondante scra
la vitesse W _du centre. L'ordonnée M’C”, maximum
de la courbe, est la vitesse W, que prendrait le
centre de la bille si le méme coup de queue avait ¢té
donné au centre. Comme on verra que le coup
de queue ne peut pas étre donné an dela de 0,60 R du
centre, on n’a pas étendu la courbe au dela de cette
distance.

I'expliquera plus loin, en prenant :, 0=20,13,
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Les vitesses derotation des points du grand cercle
horizontal de la bille projetées sur le plan de ce cerele,
c'est-a-dire la valeur de Rr, est constante pendant le
mouvement. Elle est donnée par la formule

Rr—=W, .
‘TR
Pour I'avoir au moyen de la vitesse W, qui est celle
du centre, c’est-a-dire 'ordonnée de la courbe C/CL/C/,
il sulfira de modifier cette ordonnée dans le rapport
de 7 a2 R, 7/ etant la distance ET entre le plan ver-
tical du choe et le centre de 1a bille.

Si le coup de queue est donné a la hauteur du
centre, alors on a ¢ =A. Si dans ce cas on fait varier
%, la valeur de Rr variera ainsi que le représentent les
ordonnées PR des deux courbes ORR' (fig. 8). En par-
tant de la formule ci- dessus, qui donne W., en
fonction de W_, on trouve que le maximum de Re
répound atrés-peu pres a h=0,50 R. Ainsi, powr avuir
la plus grande vitesse de rotation autour de Uaxe ver-
tical, il faut frapper la bille @ une distance du centre
egale a la moitié duw rayon.

Dans ce cas, on a

Rr—=0,75 W,

La plus grande valeur de W, est de - pour un
trés-fort coup de queue. Ainsi, on a alors

Rr=2>5,25.

La vitesse du centre de la bille 4 V'instant ou elle est

a I'état de glissement est ;éga]e a W, -Rf-, W, étant la
vitesse initiale du centre de la bille, et / 1a hauteur du
choc au-dessus du tapis.
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La vitesse du centre de Ia bille, quand elle est a 'é-

tat final, est toujours égale & 2 V ‘R

., . : :
La quantité W W cte construite pour différentes

valeurs de /, en supposant 7 — o0 et > = ({—R):
ces valeurs sont représentées ( fig. o ) par les ordon-
nées horizontales d'7/, di, DH, D’H’, et de la courbe
I h, H'II H”, dont les abscisses MD sont les hauteurs /.
- : 4

Si I'on cherche le maximum de W, R dans ce cas on
trouve quil répond & /= 1,19R; ainsi pour avoir la
plus grande vitesse possible soit & Létar final, soit &
letat de glissement, il faut frapper au-dessus du centre
@ une hauteur qui est environ le cinquiéme du rayon.

5

. / :
Dans ce cas la quantité W, i devient

3 l
E W: ‘I)—'_—'——' 0,78 -VVO.
L
La plus grande valeur W_pour un trés-fort coup de
quecue étant de 7,00, on a alors pour la vitesse finale

l
T =
Lorsque le coup de queue est horizontal, ainsi que
nous le supposons, et que la bille marche en ligne
droite, on peut représenter la vitesse du centre par
les ordonnées d’une parabole & axe horizontal ( fig.6),

: . W2 W
dont le sommet K sera & une distance —= ou —— du

_ 2/8 4,90
point de départ M, et dont I'ordonnée de départ MC

sera €gale & la vitesse initiale W.. Les abscisses MDD

=W, 5,46.
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seront les espaces déerits par la bille sur le tapis a
partir du point de départ M, ct les ordonnées AD re-
présenteront les vitesses de la bille tant qu’elle ne sera
pas al'élat final. Sil'on fait varier la vitesse W , les pa-
raboles resteront deméme forme; elies auront pour pa-
rametre commun la longueur —? , elles ne différeront
que parce que leurs sommets K, K, K" s'¢loigneront
plus ou moins du point de départ M de la bille.

Quand la bhille seraa T'état final, la vitesse demeu-
rant a trés-peu prés constante, sera représentée par
I'ordonnée de 'horizontale GL, dont nous indiquerons
plus loin la construction.

Si T'on trace Thorizontale PE & une hauteur MP
qui soit a CM dans le rapport de la hauteur / ou la
queue va toucher la bille au rayon R de cette bille, le
point ou cette horizontale rencontre la parabole,
donnera par son abscisse MI la distance o la bille se
trouve a I'état de glissement. Cette hauteur MP se
trouve donnée dans lafigure 5 par la distance LP. Eile
se construit facilement au moyen de MM"=R, M"L-—=/

et ML=—="W,; puisqu’on a alors LP =W, Ihi—

En menant l'horizontale GL, figure 6, a une hau-
teur MF=—=2 MP, c'cst-a-dire a une hauteur égale a la
vitesse finale de la bille, le point G o1t elle coupe la
parabole donnera, par sa projection sur I'axe MK, le
point Q ol commence sur le tapis cet état final.

Si F tombe en dessus de G, c'est-a-diresi > 2 R
(figure 1), alors il faut en méme temps retourner le
sens de la parabole; son sommet sera en K; les or-
données de C en ( représenteront les vitesses : au
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deld de G on sera dans I'état final dont la vitesse sera
constamment D A.

En méme tempsque 'ordonnée AD de la parabolere-
présente a chaque instant la vitesse de translation de
la bille, la partie AH de cette ordonnce, comprise entre
la courbe et I'horizontale PE qui donne le point de
glissement I, représente la vitesse w de rotation du
centre d’oscillation supérieur de labille.Cette quantité
est fort importante a considérer, elle s'emploie con-
stamment dans toutes les constructions qu'on indi-
quera plus loin pour trouver la marche de la bille aprés
le choce contre une autre bille ou contre la bande. La
somme ou la différence des vitesses W et w du centre
de la bille et de son centre de percussion supérieur,
reste constanie peundant le mouvement et égale &

[ :
W, —. Clest la somme qui est constante quand la rota-

‘R
tion est directe et que w est dans le méme sens que
W; c’est la différence quand w tombe en sens opposé
de W. On se rappelle que dans le cas du mouvement
en ligne courbe, c’est la résultante de ces deux vitesses
W el w qui reste constante.

Quand lc point A de la parabole est en dessus de
la droite PE, la rotation est rétrograde; quand il est
en dessous, la rotation est directe. Il n'y a de vitesse
de rotation rétregrade qu'autant qu'on a { <R, ¢’est-a-
dire qu'autant que la ligne du choc est plus basse que
le centre de la bille.

Si la ligne du choc est dans le plan horizontal pas-
sant par le centre de la bille, celle-ci est a I'état de
- glissement au moment du départ, et il n'y a jamais de
rotation rétrograde. Sila ligne du choe est au-dessus
du plan horizontal passant par le centre, Ia rotation
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est toujours directe, ct la bille ne se trouve jamais a
I'état de glissement.

Le mouvement vari¢ que prend la bille du joueur,
soit apres en avoir choqué une autre, soit aprés avoir
frappé la bande, dépendant principalement, comme
on le verra plus loin, de T'espéce de rotation qu'elle
possede au moment du choc, les effets sont tous dif-
férens suivant que la bille est & T'état de rotation
rétrograde ou a l'état de glissement, ou a l'état de
rotation dircete, ou enfin a I'état final de roulement.
Il importe done de connaitre le lieu du tapis ot se
trouve la bille dans son mouvement rectiligne, quand
elle est a T'état de glissement, puisqu'avant ce point
elle est a I'état de rotation rétrograde, et apres a Pétat
de rotation directe. 1l importe aussi de connaitre le
point ou elle est & T'état final, puisqu’a partir de ce
point les eflets sont constans.

En adoptant les notations posées précédemment,
on a pour la distance y, entre le point de départ et
celul ou la hille se trouve a T'état de glissement,
c’est-a-dire pour MI de la figure 6,

W 2
Yo == "fa (I é) ;

et pour la distance y, ou MQ de la méme figure, entre
le point de départ et le point ou la bille commence &
¢tre a I'état de roulement

?Z%(‘“(%)z)'

Quand on frappe la bille au centre, on a

]'D:O,
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24 W2
et Y, e e,
‘ 49 2fg
1
ou a trés-peu pres
1 W
7

Ainsi la distance MQ ( fig. 6 ) parcourue par la
bille avant qu’elle arrive a I'état final quand elle a été
frappée a la hauteur du centre, est égale & moiti¢ de

la longueur MK de la parabole.
En prenant f==0, 25, on a a trés-peu preés
W,

5
2(‘9

yo=2.

La vitesse W_qui est la valeur que prend W, quand
on frappe au centre, est pour de trés-forts coups de
queue d’environ 7,00, ou telle qu'on a

W’
— = 2,50,
25
ce qui donne
¥y, = 5,00;
Pour un coup de queue ordinaire, on a
W’
—>-—=1,20 ou W, = 4,86,
25

ce qui donne
.)rn — 2940
Si Pon frappe le plus bhas possible, c’est-a-dire pour
[—=o0,40 R; on a alors
y,=3,36. Ev—'-, et y,=—3,68 . E
.‘Qg 2g
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Les expressions de y, et y, contiennent la vitesse
W, du centre de la bille. Celle-ci dépend de la vitesse
W, que prendrait ce centre, si en choquant avee 1a
méme vitesse de la queue on avait frappé au centre;
la valeur a été posée précédemment.

Lorsque le plan vertical dun choe passe par le centre
et que h=o0, alors la distance « qui entre dans
Fexpression de W. en fonction de W, est égale a
R-—{ ou [—R. Si I'on remplace ainsi « par cette
valeur dans lexpression de Y.» quon mette pour

r

1 \- .
le rapport %—i la valeur 3 qu'il a ordinairement, que

I'on remplace ¢ paro,13; on trouve que cette expres-
sion a un maximum par rapport a / pour

R—/=0,25 R.

Le lieu du tapis ot la bille est a I'état de glissement
€tant celui ou la bille cesse de pouvotr reculer aprés
en avoir frappé une autre, ainsi quon le dira plus
loin, il sensuit g’avec un coup de queue d'une inten-
site déterminée, la bille conservera le plus loin possible
la faculté de reculer apres en apoir choqué une autre
en un poirt qui ne soit pas trop éloigné du point d'ar-
ricre , si Lon frappe la bille & environ le quart du rayon
en-dessous du centre.

Pour les valeurs adoptdes pour £, 9, M et M';ona
pour la valeur maximum

W
ry,= 033 . —=,
4
Alnsi pour un coup de queue ordinaire qui donne
W!

or
2 O

— 4,80, on a

¥, == 1,58.
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Et pour un tres-fort coup de queune qui donue

;fé — 10,00; ON A
Y, = 3,30

Si Ton veut, non pas couserver le plus loin possible
Ja faculté de reculer apres le choc, mais lavorr la plus
grande possible pres du point de départ, il faut frap-
per le plus bas possible sans faire fausse quene. Mais
il y a une limite & cct abaissement de la ligne du choc,
cette limite résulte de la condition que le bout de la
queue ne continue pas de toucher la bhille et de frotter
contre elle apres le choc; car alors le {rottement dc-
truit treés-vite la votation rétrograde. En se donnant
donc cette condition de la séparation de la queue de
la bille aprés le choc, on trouve qu'on ne peut {rap-
per la bille & une distance du centre de plus de 0,60
du rayon, et cela, en supposant quon tienne la
queue trés-peu serrce dans la main, ou quon la re-
tire tres-lestement a instant méme ou elle vient de
frapper la bille.

Si I'on se servait d’'une queuc un peu plus légere et
ne pesant guére plus de deux fois et demi la bille,
alors enla tenant toujours peu serrée dans la main, on
peut, sans détruire la rotation rctrograde, frapper
jusqu’a la plus grande distance en-dessous du centre
que permet la condition que le bout de la queune ne
glisse pas sous le coup, c'est-a-dire a 0,70 du rayon.
Sila queue est plus pesanteousiellea moins d’élasticite,
ou ce qui revient au méme, si le joueur y lie son bras
en la serrant dans sa main, ou enfin §'il la pousse en-
core apres le choc; la rotation rétrograde commen-
cera a étre détruite pour une distance bien moindre
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en dessous du centre : ainsi on n'obtiendra alors que
des effets de reculemeut bien moins sensibles.

Si Ton veut exprimer y, dune manicre analogue
a y_, 11 suffit de changer dans cette derniéere quantité

| I 5 1
le facteur 1— R en 11— (5 R
gu'avec une vitesse donnée pour la queue lu distance
7. sera un maximum , cest-a-dire que lu bille ira le
plus loin possible avant détre a Uétat final de roule-
ment , si lon frappe la bille en-dessous di centre a
une distance égale aw dixicme du rayon. Danps cette
circonstance on a

2
) . On trouve ainsi

p—— 5 W: _ —_— 28 WO’.
fu”—0972}c:g.? ou y, =2, ‘Ea

ce qui donne pour un fort coup de queue répondant a

® = 2,0,
28

r.=5,70,
et pour un coup de queue ordinaire répondant a
W,;
28
J. =273
La maniére dont les distances y et y varient avee
la hauteur du choe /, lorsque le coup de queue est
donné dans le plan vertical du centre, est représentée
dans la figure 10, par les ordonnées horizontales LI,
LQ des courbes I'I1"0 et ’QN. Le cercle, dont MR est
le diameétre, représente dans une dimension forcée un
grand cercle vertical de la bille dans le plan du choc.
Pour un coup de queue donné a une hautenr L; la

= 1,20,
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distance horizontale LQ, prise égale & MQ de la fig. 6,
représente la distance y,, et la distance LI, prise
egale a MI de la figure 6, représente la distance ¥
La premiére est nulle pour /=1 R; la seconde I'est
pour /= R. Les maxima de ces distances répondent :
le 1".aR—/=—0,10R, et le 2°. a R—/[=0,25R.

Les ordonnées LK de la courbe K’KK"K", repré-
sentent dans cette méme figure 10 les distances MK de
la fig. 6; c'est-a-dire que cette courbe marque les
places des extrémités K des paraboles pour les diffé-

rentes valeurs de /.
Du coup de queue incliné.

Si l'on tient la quene un peu inclinde, mais que le
plan vertical du choc passe par le centre, le mouve-
ment de la bille se fera toujours en ligne droite avec
toutes les circonstances que nous venons d’indiquer ;
seulement le choc de la bille contre le tapis diminue
la vitesse de translation et augmente la rotation di-
recte ou diminue la rétrogade. Dans ce cas, pour que
la queue ne continue pas de toucher la bille aprés le
choc, 1l faut que la ligne du choc reste moins éloignée
du centre que lorsque la queue est tenue horizontale.

Si la ligne du choc étant toujours inclinée, le plan
vertical du choc ne passe pas par le centre, la bille
commencera par décrire une portion de parabole
avec un mouvement vari¢, apres lequel elle prendra
son état final de roulement en suivant la tangente A
cette courbe.

La direction de cette derniére tangente ne dépend
nullement de I'intensité du frottement du tapis sur la
bille.Pour avoir cette direction, on concevra (fiz. 34)
la ligne du choec T'R' prolongée jusqu'a ce quelle
rencontre le tapis en R’ en projection verticale, et en
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R en projection horizontale; on tirera sur le tapis
une ligne allant du point d’appui A de la biile & ce
point R de rencontre, on aura ainsi une direction
AR, parallcle a celle du mouvement de la bille dans
son ¢tat final.

Ainsi quand on ne frappera la bille ni horizonta-
lemment , ni de maniére que le plan vertical du choc passe
parle centre, elle décrira une courbe en se déviant de la
direction du choc du cété oic elle a été frappée; sa
marche finale sera paralléle & la ligne menée du point
d’appui aw point ot la ligne du choc devra rencontrer
le tapis.

L'étendue de la courbe décrite dépend de I'intensité
du frottement de la bille sur le tapis, pendant le choc
et apres le choc, ainsi que de la force du coup. 1l est
facile de tracer cette courbe; il suffit de construire
son point extréme L par ou doit passer la marche
finale LV paralléle 4 AR.

On marquera d’abord surle tapis le point P, qui est
la projection de celui o1 la ligne du choc va percer
le plan horizontal mené par le centre supérieur de
percussion N : on tracera du centre A la direction AP;
cela fait, on tracera la droite AB, représentant en
grandeur et en direction la projection horizontale de
la vitesse W, = DB que le centre de la bille prendrait
par leffet des coups de queue si le coup était hori-
zontal, ainsi que la donne la courbe de la figure 4.
On tracera par le point B, BE paralléle 3 AP, jusqu’a
sa rencontre E avee AR prolongé.

Pour avoir la direction de la vitesse initiale AD’ du
centre de la bille, on prendra sur AE a partir de B une
longueur BB égale a £ W sin. , en appelant u 'angle
DBA que fait la ligne du choc avec I'horizontale. Pour

’
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cela on prendra BS =f' W, —: BD, puisque f' =o0,20;
on projettera S en G, et on rapportera BG ou
S W, sin. pde B en B'. Ayant la vitesse initiale AT et
Ja direction AR ou AE de la vitesse finale, on aura le
point extréme L de la courbe par la construction dela
figure 1. Ainsi on prendra le point M sur le milien
de B'E, on joindra AM, qui déja contiendra le point L.
Il s'obtiendra sur cette ligne en prenant AL, de ma-
niere que le rapport de AL a AM soit égal & celui de
B'E a la longueur fg, qui, en prenantici f==o0,25, est
2,45, ou égal a celni de B'Ma 1,225.1] ne restera donc
pour avoir la marche de la bille qu'a mener par L une
ligne LV paralléle A AR, et a tracer entre A et L une
parabole tangente en A et en L aux droites AB’ et LV.
Siladistancehorizontale AP du centre de percussion

a la ligne du choc ctait ¢gale ou inférieure 3 2 f R la
bille, au lieu de commencer par glisscr au point d’'ap-
pul, roulerait de suite sous le coup de queue en pre-
nant toujours la direction AR donnée par la construe-
tion précedemment indiquée pour I'état final, lors
méme quelle déerit d’abord une portion de parabole.
Si la bille ressautait apres le coup de queue, il fan-
drait augmenter BB’ dans le rapport de la vitesse ren-
due a la vitesse perdue, et ensuite reporter 'origine
A de la courbe sur AD, au point ou la bille retombe

sur le tapis.

Du mouvement d’une bille apres un premier ou un deuxieme choc
contre nne autre bille.

Je poserai d’abord les définitions sutvantes :
La bille adverse. Cest la bille immobile que la bille
du joueur va choquer.

Pownt de choc. Cest le point de contact des billes &
I'instant du choe.
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Point darricre. C'est le point de la bille adverse
contre laquelle la bille du joueur vient choquer quand
la direction du mouvement du centre de cette der-
niere va passer par le centre de cette bille adverse.

Angle de la déviation initiale. Cest Tangle que font
les directions du mouvement de la bille du joueur
avant le choc, et immédiatement aprés le choc: nous
le désignerons par o.

Angle de la déviation finale. Ce sera 'angle que fait
la vitesse de la bille du joueur dans son étatfinal aprés
le choc avec la direction de son mouvement avant le
choc: nous le désignerons par .

En vertu de ce que le frottement entre deux billes
pendant le choe conscrve une direction constante,
ainsi qu'on le démontre, on établit facilement les équa-
tions de leur mouvement apreés le choc. Mais, pour la
plupart des cas ordinaires du jeu, on peut ndégliger
lefrottement. Il résulteen effet, de diverses expériences
qu'on trouvera deécrites au troisi¢me chapitre, qu’il
ne peut donner qu'une quantité de mouvement d’en-
viron 0,03 de celle qui se produit au point de choc.
Ce frottement a d’influence sensible sur la direction
finale du mouvement de la bille du joueur que dans
le cas ou elle a touche l'autre au point d'arriere ou
trés-prés de ce point, et qu'encore la queuea frappé
sur le coté, c’est-a-dire que le plan vertical du choce
1'a pas passé par le centre. Quant au mouvement de
la bille adverse, il n'est jamais influencé que d'une
maniére tres-peu sensible par le frottementau contact.

Si 'on commence donc par trailer le mouvement
de la bille du joueur en négligeant le frottement en-
tre les billes pendant le choc, et en admettant une
elasticite parfaite entre les billes, ainsi que I'expérience
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prouve quon peut le faire avec une grande exacti-
tude, on arrive a la construction suivante :

On prend dans la figure 6 les longueurs AD et AH
repondant a la maniére dont le coup de queue a été
donné, et & la place D o1 se trouve la bille adverse
sur le tapis-au moment du choc; le point M étant
celui ou la bille du joueur a recu le coup de queue,
et la droite PE étant menée comme on I'a dit a la hau-

4

teur MP — T MC. Si le choc alieu au dela de Q, ces

distances seront A'D’ et A'H'.

On décrira un cerele sur AD comme diamétre
(fig. 6), on tirera la corde AB dans la direction de la
tangente horizontale menée au point o1 se fera le
choc sur la bille adverse, c'est-a-dire quon placera le
point B a une distance angulaire de A, qui soit le dou-
ble de celle AT qu'il y a entre le point de choe T et
le point d’arriére A. La ligne IIB donnera dans tous
les cas la direction de la marche finale de la bille du
Joueur, parrapport a ladirection AD prise pour celle
de son mouvement avant le choc. La position de cette
marche finale s'obtiendra en construisant l'extré-
mité L de la parabole, comme on I'a indiqué sur la
figure 1, ol les longueurs AH et AB répondent aux
longueurs AH et AB de la figure 6. Cette construction
sc trouve reproduite sur la figure 11, o1 I'on a con-
serveé les mémes lettres que dans la figure 1. Au
moyen du cercle dont AD est le diamétre, la con-
struction se trouve préparde pour toutes les posi-
tions du point du choe. Le point M est aussi sur un
cercle, puisque MB — * FB; mais ce cercle a un centre
différent de celui sur lequel se trouve le point B.
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Ayantle point L, extrémité de la courbe, ou fera pas-
ser par ce point une paralléele LV 4 HB; on aura ainsi
la marche finale de la bille. La parabole décritc se tra-
cera facilement par la condition qu’elle soit tangente
en A et en L aux directions initiale et finale AB et LV,

La figure 12 rcprésente la méme construetion
quand le choc se fait a I'état de rotation reétrograde
et qualors le point H tombe entre A et D. La bille du
joueur peut alors marcher dans toutes les directions
apres le choc; elle recule en revenant vers lejoueur,
- si lare AB n'est pas trop grand, cest-a-dire si, en
prenant le cercle ABD pour représenter le grand
cercle horizontal de Ia bille, ie point de choc T n'est
pas trop €loigné du point d'arriére A.

Lafigure 13 montre les mémes constructions quand
le choc se fait dans I'état final; alors la plus grande dé-
viation que puisse prendre la bille est de 33°-44'; elle
s'obtient en dirigeant Ie centre de la bille du joueur a
trés-peu pres vers le bord apparent de labille adverse,
le point de choc devant étrea 27°-6' du point d’arriére.

S1I'on suppose que la bille du joueur, aprés avoir
choqué une premiére bille enun point distant du point
d'arriere d'une quantité angulaire égale a 'angle sou-
tendu par AT sur le cercle ATD (fig. 15 ), vienne en
choquer une deuxi¢me trés-prés de la premiére, et
que le point de choc soit a une distance angulaire
égale 4 l'angle soutendu par AT’ sur le cercle AT'B;
alors, en tirant la corde AB dans lc premier cercle et
la corde AB' dans celui qui a AB pour diamétre, les-
quelles répondent & des arcs doubles des arcs AT et
AT';la ligne HB' donnera toujours la direction finale
du mouvement de la bille du joueur aprés le deuxiéme
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choc; les élémens AD' et AH serviront a construire la
parabole décrite et & trouver le point L, ainsi quon
I'a fait sur la figure.

La courbe enveloppe des cercles AB'B, pour toutes
les positions du point B (fig. 16), est une épicycloide
engendrée par un cercle roulant sur un cercle égal;
ce dernier ayant pour diamétre le rayon AR du cercle
ADB, c'est-a-dire la moitie de la vitesse W. Les tan-
gentes menées a cette courbe par le point H donne-
ront pour un certain rapport, entre les vitesses AD
et AH, les plus grandes déviations que pourra prendre
la bille du joueur aprés le deuxieme choce, de quelque
manicre que soient placées I'une par rapport a l'autre
les_deux billes supposées trés-voisines, et quels que
soient les points de choe. Quand la bille du joueur
est a I'état final au moment du choc, le plus grand
angle de déviation finale est de 51°-34'.

La figure 14 indique les modifications quil fau-
drait faire si les billes n'étaient pas parfaitenent
¢lastiques , ou, ce qui vient a peu prés au méme, si
leurs masses n'étaient pas parfaitement égales. On
remplacerait le cercle ABD parle cercle A'B'D, ayant
un diamétre moindre de lalongueur AA’, qui repreé-
sente, par rapport a AD, la vitesse normale conser-
viée apres le choce par le centre de la bille du joueur.

La figure 18 indique cette méme modification pour
le cas d'un deuxiéme choe tout prés du premier.

On répétera qu’on a considéré ces cas comme com-
plément de théorie seulement, puisque l'élasticité
peut étre regardée comme parfaite.

S’il y a inégalité de masse ct que ce soit la bille du
joueur qui soit la plus forte, alors on n'aura qua
appliquer la construction précédente (fig. 14). Si
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elle est la plus légére, alors la portion de vitesse
BB (fig. 14 bis)devra seulement étre changée de sens.

La figure 17 indique la construction pour le cas ou
le deuxiéme choc aurait lieu a une distance sensible
du premier, et ou les élemens AB, AH auraient eu le
temps de changer dans le trajet de la premiere a la
deuxiéme hille. Alors AB et AH ou son égal et paral-
lele BD' seraient devenus AB', B'D" ou son ¢gal AH';
la distance BB s'obtenant comme on l'a indiqué par
la figure 3. Pour avolir alors la marche de la bille
apres le deuxiéme choc pour toules les positions du
point T du deuxiéme choc, on décrira le cercle sur
AB'; on y tracera une corde AB” qui, etant la vitesse
W aprés le deuxiéme choce, servira avec All"a trouver
par la construction ordinaire 'extrémité L de la pa-
rabole.

Bien que le frottement entre les billes soit presque
insensible, il v a des cas ou il est nécessaire d’y avoir
égard : c’est lorsque le choc a lieu trés-pres du point
d’arriére, et que la bille du jouenr, choquant trés-peu
avant ou aprés 'état de glissement, n’a presque pas de
vitesse de rotation, et qu'elle perd ainsi par le choe
presque toute sa vitesse de translation. Le frottement
alors influe sensiblement sur cette vitesse qui devient
trés-faible.

Comme Ja méthode pour avoir égard au frottement
n'est pas plus compliquée pour un cas queleonque,
nous donnerons ici la coustruction générale ( fig. 20 ).
AD représente la vitesse W de la bille au moment du
choc, et AF la vitesse du point supérieur, laquelle
est égale a 2 AH. T représente le point de choe sur
le cercle ABD considéré comme le grand cercle de
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la bille. On tracera comme danslesfigures précédentes
la corde AB soutendant I'arc double de AT. On dé-
crira un cercle DGA' surun diamétre DA’==DA DA,
S étantle coefficient de frottement. On décrira sur FD
un cercle FKD; on joindraDB qui coupele cerele DKF
en K; on prolongera la ligne DB jusqu’au cercle DGA
en G. On prendra, sur AB du c6té ot le coup de queue
a ¢ét¢é donne, une longueur ¢égale 4 ='W, i—;; elle sera
egale a une ordonnée PR de la courbe OR R'R” (fig. 8)
si 'on a /=R, les abscisses OP, OP’ étant les dis-
tances f2. Ayant joint KC, on tracera par le point B la
ligne BB” égale a DG et dans la direction paralléle a
celle qui vade K vers C : le point B” sera celui qu'il fau-
dra substituer & Bpour que ladroite HB” donnela direc-
tion de la marche finale dela bille lorsqu’on aura égard
au frottement. On voit que, dans le cas de la rotation
directe, son effet est d’'augmenter la déviation finale.
Sil'on veut la courbe décrite et le point extréme I,
par lequel passe la marche finale, il faudra avoir sépa-
rcment les deux élémens W et w aprés le choc, c'est-
a-dire qu’l faudra savoir ce que deviennent les vites-
ses AB et AH. Pour cela, on projettera B’ sur AB
en B'; 1l suffira de substituer B’ & B, et AD' sera Ia
nouvelle vitesse & substituer 3 AB. Pour obtenir Ia
nouvelle vitesse AH, on transportera le point H en
H', d'une grandeur HH' égale et paralléle 4 BB, et dans
le sens de B” vers B, c’est-a-dire dans un sens qui rap-
proche toujours H de AB.
Lafigure 21 montre ce que devient cette constrie-
tion si la rotation est rétrograde, et qu'ainsi H soit
intérieur au cercle dont AD est le diamétre. Dans ce
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cas, l'effet du frottement est de diminuer la dévia-
tion finale. Ainsi, en général, quel que soit le sens de
la rotation, T'effet du frottement entre les billes est
de diminuer V'effet de la rotation, ¢’est-a-dire de dimij-
nuer I'angle que fait la direction finale avec la direc-
tion initiale.

Quant au mouvement de la bille adverse en ayant
cgard au frottement ( fig. 23 ), sa marche finale est
parallcle a DB”. La courbe quelle déerit est toujours
insensible, parce que la direction finale fait un angle
trés-petit d'un ordre supérieur avec la direction inj-
tiale, c'est-a-dire en le comparant a celui que cette
derniére fait avec la direction BD de la normale au
point de choc.

On voit que si le point de choc T est tres-pres du
pointdarriére A, labille du joueurse porte du coté ou
tombe la direction CK, qui devient trés-peu différente
de CF, c’est-a-dire qu'elle va du coté o le coup de
queue a €té donné, et que la bille adverse fait le con-
traire.

Si le choc se produit aprés un premier choe qui ait
déja changé AR" (fig. 22) en AH et AD en AD', et sila
distance entre les deux billes choquces est petite, de
maniére qu'a l'instant du deuxiéme choc les élémens
solent encore AIl et AD'; on partira de ces données et
I'on fera la méme construction que précédemment ;
seulement on remplacera F par un poiut I pris sur
le prolongement de AH et sur celui de FF perpendi-
culaire & AD". On obtiendra le point K en abaissant
de F' la perpendiculaire F'K sur D'B, et CK sera
comme précédemment la direction qu’il faudra don-
ner a BB"=B8BG.

Si le deuxiéme choc n'a pas lien trés-prés du pre-



(32)

mier, mais avant que la bille du joueur ne soit ve-
nue a 'état tinal, et conséquemment pendant qu’elle
se meut encore en ligne courbe ; alors les elémens AH'’
et AD' auront changé dans I'intervalle; on les déter-
minera pour Finstant du deuxieme choc comme le
comporte la construction de la figure 3, et ensuite on
opérera commie dans la figure 20.

La figure 35 montre a I'échelle de 0,05 la marche
de la bille du joueur apres un premier choe. Lorsque
le coup de queue a été donné horizontalement, mais
en dessous du centre : on a prisles données suivantes :

2 [
W, =—2,00, ou W — 6,27;m—= 0,40 R; W_=3,24
2y "

et w——2,00.

W — :
Dans ce cas on a——=0,533, et par suite
%5
Yy,= 1,80
fa: 1 ’97'

Dans cette figure le choc des deux billes est sup-
posé se faire tout pres du point de départ ou s’est
donn¢ le coup de queue.

On a suppos¢ que le point de choc se trouvait suc-
cessivement & 3,2, > d'angle droit du point d’arriere.
Les marches correspondantes sont marquées des nu-
meéros 1,2, 3 sur cette figure et sur les suivantes.

Les figures 36, 37, 33, 39 et 4o montrent les marches
de la bille du joueur aprcs son choe contre une autre
bille, en supposant que les élémens du coup de quene
restant les mémes, le lieu du tapis ou se fait le choc
s'éloigne successivement du joueur, et qu’ainsi la dis-
tance 3 aille en croissant.
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Pour les figures 36 et 37 la distance y n’est pas en-
core assez grande pour que la rotation au moment
du choc ne soit pas toujours rétrograde.

Pour la figure 38, le choc se fait 4 I'état de glisse-
ment, c'est-a-dire d une distance y, = 1,80 du point de
départ; dans ce cas il 1’y a pas de courbes déerites.

Dans la figure 39, le choc a licu entre I'état de glis-
sement et I'état final, c'est-a-dire pour

¥ > 1,80 et < 1,97.
Dans la figure 4o, le choe a liey a I'état final, c'est-
a-dire pour
J'=0u_>1,97.

La figure 41 présente les marches de 1q bille du
Joueur, lorsque le coup de queue a eté donné en des-
sus du centre 4 une distance égale a la moitié du
rayon; la {orce du coup étant telle qu'on ait par l'effet
du choc W, =300 et w==0,50 W, ce qui répond 3

un coup de queue capable de donner, en frappant au
2

—=—0,92. Le choc
W K2

est supposé aveir lien tout prés du c(ijépart. Les points
de choc sont choisis, comme précédemment, de quart
en quart dangle droitsur la hille adverse.

La figure 42 montre les marches apres le choc , sj
pourle méme coup de quene le choc avaitlieulorsque
fa bille du joueur est arrivée a I'dtat final , c'est-a-dire
lorsque

centre, une vitesse W, = 4,26, ou

2 ==0ou > o,90.

I suffit de ces exemples pour montrer la nature des
marches dela bille, et pour faire voir comment I'éten-
due des courbes décrites varie avec les vitesses W et w

3
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au momentdu choc. On ne doit pas perdre de vueque
ces courbes sont d'autant moins prononcées que west
plus petit, et qu'elles disparaissent, c'est-a-dire qu'clles
deviennent des lignes droites, quand w=o.

Les cercles quon voit tracés dans toutes les figures
de 35 a 42 inclusivement sont ceux auxquels il faut
mener des rayons vecteurs du centre de la bille du
joueur au moment du choc pour avoir les directions
finales de la marche de cette bille. Les points dechoc
étant pris de quart en quart de l'angle droit, on doit
mener ces rayohs aux quatre quarts du demi-cercle.
Les points H des figures 11, 12 et 13 ont été reportés
au centre de la bille du joueur au moment du choc;
ces figures sont donc remontées ou abaissées de la
hauteur AH pour que les paralléles aux marches
finales partent du centrede L. bille anlieu de partiren
arricreou en avant, comme danslesfigures 11,12, 13.

Les figuresde 43a58inclusivementserapportentala
marche de la bille du joueur, lorsque, aprés avoir
choqué une premiere bille, elle vient en choquer une
seconde pendant qu'elle est encore a 'etat vari€, et
quelle se meut en ligne courbe.

Les figures 43, 44, 45, 46 et 47 se rapportent aux
marches de la bille du joueur lorsque le coup de queue
a été donné trés-bas. Elles supposent, a l'échelle
de 0,05 par métre, quon a, au moment du choc
des billes, W = 3,24 et w = — 2,00, cest-d-dire
qielles répondent a un premicr choe semblable a
celui quion a supposé pour la (igure 35. Le premier
choe répond 4 un point de choc placé au quart de
l'angle droit du point d'arriére, et la courbe decrite
est la conrbe numérotée 1 sur la figure 35.
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Pour avoir les différentes marches de la bille du
Joueur, suivant qu’en un lieu donné de sa course elle
touchera la deuxiéme bille & différens points, il fau-
dra d’abord décrire un cercle sur sa vitesse W comme
diamctre, et y mener des rayouns vecteurs i partir dn
point H; ou bien, ce qui est encore plus commode,
supposer ce point I reporté au centre de la bille,
comire on l'a fait sur la figure 43. Le cercle alors de-
vra étre decrit sur la vitesse AD, et le point H restera
au centre de la bille du jouecur. Si I'on veut répéter
cette construction pour différens pointsde 1a marche
de la bhille , on examinera d'abord comment changent
les élémens W et w ou AH et AD pendant que la bille
marche en ligne courbe ; c’est ce qu'on fait a Iaide de
ce qui a ¢té indiqué par les figures 1 et 3, dont le
systeme de construction est reporté sur Ia figure 43.
On y a déerit différens cercles auxquels on doit
mener des rayons vecteurs du point H, qui est ici le
centre de la bille mobile. Dans la figure 44, ce
point H a ¢té remis sur la courbe déerite : les diffe-
rentes marchesfinales delabille du joneurdevront étre
dirigées suivant ‘des paralléles aux rayons vecteurs
menees des points HHWH'H” aux cereles avant AD,
A'DY, AD", A pour diamétres, et dont les som-
mets D, D', D", D" seront sur la courbe DD'D'D"
¢gale et paralléle a la courbe HHH"H* décrite par la
bille. Dans le cas ot Jes vitesses ne sont pas trés-for-
tes, les courbes aprés le deuxiéme choc étant peu
¢tendues, les marches différent trés-peu de ces rayons
veclteurs eux-mémes.

Dans le cas de ces figures, les secondes marches
seront toujours rétrogrades, puisque les cercles res-
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tent en dessous des points H. On voit ces marchessur
les figures 45, 46 et 47, pour les deuxicmes chocs ayant
licu en I, H” et H” de la courbe décrite. Lafigure 47
suppose que la bille du joueur est a l'extrémité de la
courbe en H”, et quelle est ainsi a I'état final. Les
courbes numeérotées 1, 2, 3, se rapportent au point de
choc situé a un, deux, trois quarts d’angle droit a
droite de la bille du joueur, et ces courbes 1',2,3,
supposent le point de choe place de méme a gauche.
La courbe marquée o est toujours une droite; elle sup-
pose le point de choc au point d'arricre. La courbe 4
suppose que la bille adverse a ¢té rasce sans étre tou-
chée; cette courbe est donc la continuation de la pa-
rabole décrite entre le premier et le deuxieme choc.

Lesfigures 48 et 49 montrent les constructions ana-
logues i celles des figures 41 et 42. Elles se rapportent
au cas otl le premier choc a lieu dans les circonstances
de la figure 36; le point de ce premier choc étant
distant du point d’arriére de ; d'angle droit, et la
courbe décrite étant la courbe numérotée 3 sur cctte
figure 36. Dans ce cas, le centre de la bille, ou l'on a
reporté le point H comme précédemment, setrouvera
d'abord au moment du départ en dedans du cercle
qui lui correspond et auquel il faut mener les rayons
vectcurs du point I pour avoir les directions finales.
Ce point I se trouve cnsuite sur ce cercle; puis, en
dernier lieu, il en sort et reste dechors. Le point H est
sur le cercle qui lui correspond lorsque 'angle A” HD
est droit : on a exprimé celte position sur ces figures.

Les figures 50, 51 et 52 représentent les marches
de la bille du joueur, lorsque, en décrivant la courbe
HH H'H” de la figure 49, elle rencontre une autre
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bille de différentes maniéres, c’est-a-dire en la tou-
chant aux huit points déja indiqués.

Le cas de la figure 51 est celui qui répond au mo-
ment out les courbes cessent de prendre toutes les di-
rections possibles et commencent a se diriger d'un
seul cote.

Dans la figure 52, le deuxiéme choc a lien a I'dtat
final.

Les tigures 53 et 54 sont les analogues des figures 48
et 49; le premier choc ayant lieu comme dans la
figure 42, c’est-a-dire dans I'état final, avec les vitesses
W=3"24 et w=—2>W; la courbe décrite étant la
courbe numérotée 1 sur cette figure 42.

Lafigure 55 montre les courbes effectivement déeri-
tes dans un deuxiéme choe trés-prés du premier.

Les figures 56 et 57 répondent encore aux précé-
dentes 53 et 54, mais elles se rapportent & la courbe
numeérotée 2 de la figure 4o.

La figure 58 montre les marches aprés un deuxiéme
choc, ayant licu dans le trajet de cette courbe 2.

Lafigure 59 montre les marches des billes, en ayant
égard au frottement entre elles, suivant qu'on don-
nera le coup de queue, soit dans le plan vertical du
centre, soit a droite, soit a gauche, a une distance du
centre 2 — o~,25 R. Leffet du coup donné a droite
est marque par un accent; celui du coup donné a
gauche par deux accens; la marche affectée de I'in-
dice o indique celle qu’on aurait si 'on n’avait pas
€gard au frottement, ou si son effet était nul; ce qui
revient alors a supposer qu'on a frappé a droite a une
distance du eentre]qui soit telle qu'on ait

/
W COS.(?"*_'"W,-_{——Lf.

.
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On a suppose, dans la figure 59, que le frottement
était de o=,03; amnst on l'a pris plus fort qu'il n'est
reellement, afin de rendre son effet plus sensible.

La figure 6o montre I'influence semblable dans le
choc pour I'état final, tel quil a été donné par la fi-
gure /42.

On voit en méme temps dans ces deux dernicres
figures les marches de la bille adverse, en avautégard
au frottement; elles different peu de la normale au
point de choe. Le frottement ayant toujours été pris
de 0,705 de la pression, tandis qu’il n’en est guire que
les 0,03, les effels out ¢té un peu foreés aussi sur ces
marches pour les montrer plus distinctement.

11 faut bien faire attention que les dircetions fina-
les que donnent toutes les figures d'applications, res-
teront les mémes pour les mémes rapports de gran-
deur et de direction entre les deux vitesses W et w,
c'est-a-dire AB et AH, an moment du choc; mais que,
quant & I'étenduc et aux dimensions des courbes dé-
crites et conséquemment aux positions des droites qui
donnent ces marches finales, elles ne changeront pas
proportionnellement aux grandeurs des vitesses, mais
bien a leurs carrés ou bien aux aires des triangles
compris entre les vitesses.

Ainsi, avee de tres-forts coups de queue, I'ctendue
des courbes présentées dans ces figures a I'échelle de
0=,05 par métre pour de faibles coups de queue, de-
viendratent beaucoup plus considérables, toutes cho-
ses restant de méme. Sidonc on eitt vounlu représenter
les marches effectives des hilles pour diffcrentes forces
du coup de queue, il eat fallu changer les courbes, ce
qui et entrainé dans un nombre trés-considérable de
dessins. Les exemples qu’on a donnds ict dans cet ou-
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vrage ne sont pas destings a présenter toutes les mar-
ches, mais plutét a donner une idée de leur variéte.

Toutes ces courbes aprés le deuxicme choce, ainsi
que celles qui sont décrites aprés le premier choc,
diminuent d’étendue avec la vitesse de rotation w an
moment du second choc, et disparaissent toujours
guand le choc alieu a I'état de glissement, c'est-a-dire
quand w = o.

Toutes les marches représentées par les figures de
35 4 58 inclusivement, supposent qu'on néglige l'n-
fluence du frottement entre les billes. Cela ne fait pas
une erreur sensible : c’est ce qu'on voit par les fi-
gures 59 ¢t 6o, ou l'on a eu égard a cetle influence
en I'augmentant.

Mouvement d’une bille aprés un premier ou un deuxiéme choc
contre la bande.

Nous supposeronsd’abord que Ia bille arrive contre
la bande aprés avoir recu un coup de queue horizon-
tal; que AY (fig. 24) soit une parallele & la bande menée
par le centre de la bille an moment du choc; que AD
soit la vitesse W du centre, et All la vitesse W du centre
de percussion inférieure : ces grandeurs AD et Al
étant prises comme il résulte de la figure 6, suivant e
coup de queue et la distance de la bande au point ou
ce coup a été donne.

Pour avoir la direction du mouvement final de
Ja bille apres le choc, on commencera par abaisser
du point D la perpendiculaire DOB & la bande;
on prendra ensuite OB = <0D; OB étant ainsi la
vitesse normale rendue par la bande a laplace de la
vitesse perdue OD. La direction de la vitesse de la
bille aprés le choc serait celle qui va du point A au
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point B sans I'influence du frottement entre la bille et
la bande pendant le choe. Pour tenir compte de ce
frottement, on reportera le point B en B” dans une
direction BB" qu'on va indiquer. On prendra pour
la grandeur de BB” une fraction de DB representee
par le coeflicient / du frottement pour le choc contre
la bande, en sorte qu’on aura BB =/ DB: la valeur de
[ avant ¢té déterminde par expcrience de 0,20, on
aura AB"=:DB. La direction de la marche finiale de la
bille apres le choe sera celle de la ligne HB".

Pour avoir ladirection de la ligne BB”, on abaissera
de F sur DO une perpendiculaire FK , cest-a-dire une
parallele & la bande; puis on prendra sur la ligne
AY une distance AC égale a Rrou & : ng,c’est-h-dire
a la vitesse horizontale des points de I'équateur hori-
zontal de la bille. Cette vitesse étant donndée lorsque
/=R au moyen de % par une ordonnde PR (fig.8) ré-
pondant a uneabscisse OP = /. La longueur AC devra
étre portée du coté ou la bille a été frappée par la
queue, c'est-a-dire du coté de Y, si la queue a frappé
a droite du centre, et du coté oppos¢ si la queue a
frappé 4 gauche. La direction allant de K vers C
sera celle qu'on donnera a la ligne BB’ de B en B”.

Si, en outre de la direction HB” de Ia marche finale,
on veut 'extrémité L de la courbe déerite ; point par
lequel il faut faire passer la parallcle a cette direction
HB" pour avoir la marche finale; alors on projettera
BB en B sur une paralléle BB ala bande; on transpor-
tera ensunite H en H d’une distance HH' — BB’ dans
une direction perpendiculaire a la bande, et toujours
en s'en rapprochant, c'est-a-dire toujours dans le sens
de B” vers B'; les droites AB' et AH’ seront les deux



(41)
élémens W et w du mouvement apres le choc. L'effet
du frottement de la bille contre la bande sera de
transporter les points B et H en B eten H'.

On obtiendra comme 4 Jordinaire la position du
point L, extrémité de la courbe déerite. Il suffira de
se reporter a la construction de la figure 1, en faisant
attention que le point I' de cette figure s'obtiendra
en prenant AF opposé a Al et égal a 2 AH’; oy ce quli
revient au méme, en prolongeant H'A jusqu’a la ren-
contre de FI” mené perpendiculairement a Iz bande.

On peut remarquer que lorsqu’on voudra soccuper
d'un deuxiéme choc contrela bande, apres un premier
choc déja effectud aussi contre la bande,il faudra avoir
pour ce deuxi¢mechoclavaleur de la vitesse derotation
horizontale Rr des points de 'équateur horizontal , la-

5. /i : :
quelle est > W-Et avant le premier choc. Cette vitesse

Rr, par l'effet du frottement dit au choc , sera diminuce
ouaugmentée de la quantité BD' : c'est-a-dire que pour
avoir la nouvelle valeur AC 4 substituer 4 AC pour
un deuxic¢me choe contre une autre bande, il faudra
transporter le point G en €', de laquantité CC/ — BB
et dans le sens de B vers B.

Dans lafigure 25, on voit que la vitesse de rotation
Rr etant en sens contraire, c'est-a-dire de gauche a
droite,l'effet du choc, avancantle point C en €, dimi-
nuera cette vitesse Rr.

Dans le cas ot le choe a lieu dans I'état final, le point
K se confond avec le point D, et AH devient ¢gal a
7 AD. Ce cas est représenté sur la figure 26.

Le choc ayant toujours lieu dans I'état final , si le
coup de queue a été donné de manicre que le plan
vertical du choc passe par le centre de la bille, cest-
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a-dire de mani¢re que l'on ait = o et par suite
AC=o0, et que toujours le choe contre la bande se
fasse dans I'étatfinal; alors le point C ( fig. 27) reste en
A, et ]a direction KC devient celle de DA.

Si le choc a lieu pendant la rotation rétrograde,
alors les pointsH et F sontplacés, le premieren dehors
du billard, et le deuxieme en dedans : la constructioun
se fait de méme , comme on le voit sur la fig. 23; le
point K se construira de méme en abaissant de I la
perpendiculaire FK a DB prolongé. HB” sera toujours
la direction finale da mouvement de la bille, et AH'
et A les deux élémens qui serviront a déterminer la
courbe décrite et son extrémite L.

Sila bille vienttoucherla bandeaprés avoir déjacho-
qué une premiére bille, et assez pres du point o le
premier choe a eu lieu pour qu’elle soit encore al'éctat
varié au moment du choc; alors les ¢lémens AD et
AH ou AT, au moment du choc contre la baude, feront
un angle entre eux( f7g. 29). Ayant pris le point F sur
la direction opposée a All, demaniere que AF =2 AH,
on suivra la méme construction que précécdemment.
On abaissera de I' la perpendiculaire FK sur DB pro-
longé, ce qui donnera le point K, qui semploiera
comme dans les constructions preécedentes.

La figure 30 montre la méme construction pour le
choc contre la bande dans P'état varié, mais lorsque
la rotation est rétrograde.

Dans la figure 31 on a traité le méme cas que dans
lafigure 29, mais en supposant les données telles, que
la bille du joueur revienne toucher la bande avant
méme qu'elle ait fini de décrire la portion de courbe
AL. Ces données sont les vitesses ah—=1w, ad =W,
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et Rr—=-W, E:AC , au moment du premier choc

contre la bille. Ce premier choe change ad en ad’ sans
changer sensiblement ni ¢/ ni AC=0li: mais pendant
le petit trajet que parcourt labille du joueurde aen A,
les élémens ah et ad’ ont un peu changé et sont deve-
nus AH et AD d'aprés le mode de construction de la
figure 3. Le choc contre la bande change ces derniéres
en AH’ et AD', d’apres la construction expliquée ci-
dessus.En cherchant 'extrémité L de la courbe décrite
d’'aprés la construction ordinaire qui est tracee sur
cette figure, on trouve ce point L derricre la bande:
ainsi la bille lachoque une deuxicme foisavant d’avoir
achevé sa courbe. 1l faut, pour étre dans cette condi-
tion, que Al soit grand, ce qui suppose qu’on a frappé
un peu hautavec laqueue, et que AC soit assezgrand,
et du coté out il est dans la figure ; ce qui exige que 'on
ait frappe a gauche du centre. Enfin il faut quela bille
adverse qu’on va choquer d’abord soit trés-prés de la
bande, pour que dans le trajet de « en A jusqu’a la
bande les élémens ah et ad waient pas beaucoup
change.

Si 'on veut traiter un deuxiéme choc contre la
bande, on le fera comme pour le premier, a cela prés
quaprés avoir employé les grandeurs convenables
pour les vitesses AD, Al" et AH, il fandra avoir égard
au changement que AC a subi par leffet du premier
choc. La nouvelle distance AC a employer s'obtiendra
comme onl'a déja indiqué ( fig. 24 et 25 ) en déplacant
le point C en €’ d'une longueur CC'— B'B ,etdans le
sens de B’ vers B.

81 I'on veut examiner en général l'influence du
changement de certains élémens du mouvement de la
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bille avantle choc contrela bandesur son mouvement
apres le choc; voici comment on le fera au moyen
des constructions qu'on vient d'indiquer.

Si d'abord on change seulement les élémens qui se
rapportent a la rotation, soit horizontale, soit verti-
cale, c’est-d-dire si 'on change AH et AC( fig. 32)sans
changerla vitesse AD du centre, il n’en résullera qu’un
changement dans la position du point H et dans la
direction de BB" : le poiut B et la grandeur de BB” ne
changeront pas; le point B” se déplacera sur un
demi-cercle déerit autour de B, du c6té opposé a la
bande si la rotation est directe, et du c6té de la bande
silarotation est rétrograde, comme on le voit dans la
figure 32. SiJ'on change AC seul, c’est-a-diresile coup
de queue donné a la méme hauteur se porte plus ou
moins a droite ou a gauche du centre de la bille du
joueur, le point H reste le méme et le point B” seul se
transporte sur le cercle dont on vient de parler. On
voit donc ainsi sur la figure dans quelles limites la
rotation Rr, c'est-a-dire la valeur de /2, peut faire
varier la direction finale HB”.

Silon change l'angle d’'incidence, c’est-a-dire 'angle
de la vitesse AD avec la bande sans changer la gran-
deur de cette vitesse; alors les points D, IF et 11 reste-
ront sur des quarts de cercles, et le point K ¢tant a la
rencontre de la perpendiculaire DO a la bande avec la
paralléle FK & cette bande, se trouvera sur un quart
d'ellipse dont les demi-axes seront AD et AF : cette
ellipse sera du coté de AD sila rotation est directe, et
du coté du billard si la rotation est rétrograde.

Quant aux différentes positions du point B pour
différens angles d'incidence (fig. 33), s'il y avait un
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rapport constant ¢ entre les vitesses normales a la
hande, avant et aprés le choe, il suffirait, pour obtenir
ces différentes positions, de décrire un guart d'ellipse
bbb, b ayant AY ou AD pour demi-grand axe et
A b — ¢ AD pour demi-petit axe.

Or, il résulte d’expdriences assez soighées que le
coefficient ¢ varie de 0,50, pour de fortes vitesses,
a 0,60 pour de trés-petites vitesses. Les ordonnées de
la courbe AM ( fig. 33 bis) représentent les valeurs
des vitesses rendues, les abscisses étant les vitesses
perdues. On voit que cette courbe est presque une
ligne droite, et qu'on pourrait sans grande erreur re-
garder ¢ comme constant et ¢égal a 0,35.

En raison de la petite variation du rapport entre
la vitesse normale rendue par la bande et Ja vitesse
normale avant le choc, cette ellipse devra étre un peu
altércée. Pour le faire, on se servira de la lot que nous
avons établie par expérience, et qui est representee
par lafigure33 bis, ottles abscisses AX représentent les
vitesses normales OD avant le choc, et les ordonnées
les vitesses rendues OB : I'échelle étant de o™,02 pour
métre. Avant pris une abscisse AX dans cette figure
33 bis égaled ADouAX de lafig. 33, et ayant tiré I'or-
donnée MX correspondante, on tracera une droite Arn
qui denne le plus petit écart maximum avec la courbe
entre les points A et M. On ddécrira ensuite une ellipse
dans la figure 33, qui répondra a la supposition ou
la courbe AM serait remplacée par la droite An, c'est-
a-dire une ellipse dont le petit axe soit Ab =X n.
Les ordonnées de cette ellipse perpendiculaire a la
bande, devront étre altérées dans la méme proportion
que les ordonnées de la droite An (fig.33 bis ), quand
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on: veut passer a la courbe AM. Cette altération est
operce dans la figure 33 sur la courbe B B B B.
Le point B sera done toujours 4 la rencontre de la
perpendiculaire DB a la bande avec cette courbe. On
pourra aureste, sans grande erreur, lui substituer I'el-
lipse en prenant la valéur movenne de ¢ qui répond &
Fétendue des valeurs des vitesses normales de zéro 2
AX ou AD.

Quant a la longueur BB’, elle sera toujours la dis-
tance DB réduite dans le rapport /| qui exprime le
frottement de la bille contre la bande.

Le cocflictent £ ayant €té trouvé assez constant et
égal a -, on aura ces distances BB” en prenant e cin-
quieme des ordonnées DB. Si I'on regarde B comme
étant sur une ellipse, ce qui n'occasionera qu'une
tres-petite errcur, alors les longucurs BB” seront les
distances BG, B, G, B G,, B G, entre lellipse BB
B, B, et une autre ellipse GG G G,; on n'aura qu'a
tourner les distances BG, B G, B, G,, B,G,, pour les
mettre daus les directions KC, K C, K, C, K, C, qui
leur correspondent.

On a indiqué par les figures de 61 4 67 inclusive-
ment divers cas de choc contre la bande.

Dansla figure 61,0na supposc que la bille du joueur
avaitrecu un faible coup de queue capable de donner
Wn

o]

— 0,46 ou W =300, et quayant frappé en

29
dessous du centre d'une quantité ¢gale 0,50 R, on a
alors W, — 2,00 et w=—— 1,00. Le plan vertical du

choc est supposé passer par le centre de la bille. Le
choc contre la bande est supposé avoir lieu tont prés
du coup de queune.
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Dans la figure 62, le méme coup de quene est sup-
posé avoir été donne plusloin de la bande, de maniére
que, au momentdu choe,on a We=1,30 et w=10,30;
alors la rotation rétrograde est beaucoup plus faible.
Ce rapport plus faible entre la vitesse de rotation et
celle de translation pouvant avoir licu au moment du
choc apres un coup de queue donné moins en dessous
du centre, si la bande est plus rapprochée, on peut
dans ce cas donner ce coup un peu a droite ou & gauche
du centre. C'est ce quiafait qu'on aconstruitdans cette
figure, pour chaque angle d’incidence, trois marches
réfléchies, suivant que le plan vertical du choc est a
droite du centre, sur le centre méme, et a gauche
du centre : elles sont réunies par un petit arc de cer-
cle. Les numéros sans accent répondent au coup
par le centre, les simples accens au coup donné
a droite, et les accens doubles au coup donné a gau-
che. L'écart % entre le plan de choc et lz centre
est supposé detiviron 0,50 R. 5i ce plan de choc est
moins ¢loigne du centre on aura des marches 1nter-
médiaires.

La figure 63 répond au cas ou labande étant encore
plus éloignée du lieu o1 fe méme coup de queue a été
donné, la bille est a I'état de glissement quand elle
la choque : alors il 0’y a pas de courbe décrite, la
bille est réfléchie en ligne droite. Mais elle peut I'étre
dans deux systémes de directions; les premiéres sont
marquées par un accent, et les deuxiemes par deux
accens. Les premicres marches auront fieu quand on
aura

k
. 1B> W cos. 9,

5

W
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ou, ce qui revient au méme, quand le point K de la
figure de construction, qui alors se confond avec le
point O, tombera plus prés du joueur que le point C.
Les deuxiémes marches marquées de deux accens au-
ront lien quand on aura

h

W, o

c'est-a-dire quand le point O tombera plus loin du

Joueur que le point C. Quand ces deux points nesont

pas tout-a-fait 'un sur T'autre, mais qu'ils sont peu

éloignés, alors il y a une modification a faire aux con-

structions pour avoir la marche intermddiaire. Nous

renverrons pour cela a ce qui est développé au chapi-
tre VII.

La figure 64 présente le choe contrela bande aprés
le méme coup de quene, mais en supposant cette
bande encore plus ¢éloignée , de maniére que la bille
soit a I'état final de roulement quand elle la choque.
On n’'a représenté dans cette figure que les courbes
répondant au cas ot le plan vertical du coup de
queue a passc par le centre. On voit que ces courbes
sont tres-peu étendues en raison de la diminution
des vitesses.

La figure 65 se rapporte a un choc contre la bande
apres un coup de queue donnéen dessus du centre et
lorsque Ia bande est trés-prés du lieu ot le coup de
queue a ¢té donné ; en sorte que la vitesse de rotation
est directe et assez grande. La figure 4 P'échelle sup-
pose, au moment du choc, W=3 00 et w= 1,50,

: [ :
ce qui entraine W 7= 4,00,et [ =1,47R. Les trois

marches réunies par un arc de cercle ponctué ré-
pondent a un méme angle d'incidence. Celle dont

< W cos. o,
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le numéro ne porte pas d’accent répond au cas ou le
plan vertical du choe passe par le centre de la bille.
Celle dont le numéro est affecté d’'un accent répond
au coup de queue donné a droite, et celle dont]le
numéro est affecté de deux accens répond au; coup
donné a gauche.

La figure 66 répond au méme coup de queue, mais
en supposant la bande un peu plus éloignce,’de ma-
ni¢re que la bille est arrivée & I'état final au moment
du choc. Elle suppose, a Uéchelle, W = 27,30 et
w=—2W. Les accens distinguent les trois positions du
plan vertical du choc de la queue.

La figure 67 présente un exemple d'un deuxieme
choe contre la bande, trés-prés d’'un premier choc
contre une bille. Elle suppose qu'on a donné le coup
de queue un peu haut pour accroitre cette rotation
directe et mettre la bille a P'état final au moment du
premier choe. La force du coup de queue aurait donné
au moment du premier choe contrelabille W =3,23
et w = 'W. La bille adverse a été choquée & un quart
d’angle droit du point d’arriere.

On voit les trois marches répondant aux trois po-
sitions du plan vertical du coup de queue comme
dans les figures précédentes. Apres le ricochet, la
marche répondant au coup de queue a gauche devient
paralléle a la bande.

La figure 68 montre Veflet d'un coup de queue iu-
cliné, lequel est dirigé comme l'indiquent les fléches
qui en représentent les projections. flest supposé asscz
fort pour qu'é¢tant donné horizontalement et au centre
il aurait pu produire une vitesse de 77,00, c'est-a-dire
celle qui est due a la hauteur de 2™,50. Le frottement

4
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du tapis est supposé, conformément aux expérien-
ces, du cinquieme pendant le choc et du quart pen-
dant le mouvement qui a lien aprés. On voit, parle
trace gcomctrique de la marchede la bille, qu’elle peut
carambolersur deux billes placées sur une ligne droite
partant de son point de départ. 1l suffit qu'elle touche
la deuxiéme bille en un point assez Join du point
d’arricre, c'est-a-dire qu'elle la prenne fine, comme
disent les joueurs. On pourrait encore caramboler en
la prenant trés-pleine, si la vitesse ¢tait assez forte
pour se conserver jusqu’a autre bille, et si le tapis
etait trés-juste.

On pourrait varier & l'infini les applications des
constructions générales. Nous n’avons présenté que
les principales pour ne pas rendre I'ouvrage trop vo-
Jumineux. Les joueurs pourront facilement étendre
ces applications, en changeant, s'il v a lieu, les con-
stantes qui deépendent de la nature du billard. I1s ver-
ront dans le texte de cet ouvrage des moyensindirects
de dc¢terminer ces constantes.

Nous répéterons ici ce que nous avons déja dit pour
les chocs entre les billes : c’est que les dimensions des
courbes croissent ou déeroissent, non dans le rapport
des vitesses, mats dans le rapport de leurs carrds. Si
donc on change l'échelle des vitesses pour les consideé-
rer comme plus ou moins grandes, on devra changer
I'étendue des courbes. Mais les directions et les gran-
deurs des vitesses finalesresteront tonjours les mémes.

On doit remarquer aussi que les constructions qui
donnent les directions finales subsistent toujours,
quelles que soient les lois que suivent les deux frot-
temens de glissemens et de roulement.
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CHAPITRE PREMIER.

Mouvement d’'une bille sur un plan horizontal, en ayant égard
aux frottemens.

Nous commencerons par étudier le mouvement
d'une bille sur un plan ot elle frotte , en le considé-
rant comme résultant de certaines vitesses initiales
de translation et de rotation. Dans les chapitres sui-
vans nous examinerons comment le choe de la queue
et le choc des billes, entre elles et avec la bande, in-
fluent sur les vitesscs initiales et par suite sur le mou-
vement de la bille : ce sera seulement dans cette se-
conde partie que 'on commencera a voir ressortir
comme conséquence de la théorie, les régles sur la
maniére de donner le coup de queue pour produire
les effets qu'on a en vue.

Reprenons d’abord ici la théorie assez connue du
mouvement d'un corps solide, mais en appliquant de
suite & la sphere afin d’arriver beaucoup plus directe-
ment aux équations de son mouvement.  *

La bille étant supposée homogene et parfaitement
sphérique, il n’y a pas lieu a considérer son poids dont
leffet est détruit; on devra seulement avoir égard
aux forces qui naissent des frottemens. Pour une par-
faite exactitude, il faut tenir compte de deux espéces
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de frottemens : un premier, ui est le frottement de
glissement, c’est celul qui se manifeste quand la bille
glisse sur le tapis ; un second, qu’on peut appeler frot-
tement de roulement. Ce dernier a lieu indépendam-
rwent du glissement des surfaces, il provient d'un
ficchissement que le poids de la bille produit sur le
tapis, et il donne naissance a une force agissant dans
sine direction qui s'incline sur la pression verticale,
et produit une composante horizontale dont la direc-
fion est opposce a celle de la vitesse du centre de la
bille. Ainsi, tandis que lefrottement de glissement doit
sgir en sens opposé de la vitesse de glissement du
- point d’appul de la bille sur le tapis, la force horizon-
tale produite par le frottement de roulement agit en
sens opposé de la vitesse du centre de la bille. Ce der-
z:ier frottement n'est qu'une trés-petite fraction du
premier; on pourrait donc le négliger sans erreur
pour les applications au jeu de billard. Mais nous ne
ie ferons pas d’'abord, et nous réunirons ces deux
forces en une.

Désignons par U et V les vitesses du centre de
gravité de la bille dans le sens de denx axes coordon-
i:cs pris dans le plan horizontal sur lequel elle se
meit, vitesses dont la résultante seraW. Représentons
par M la masse de la bille, et par X et Y, les com-
nosantes dans le sens des axes de la force produite par
ies {rotlemens sur le tapis.

Nous aurons les ¢quations

M 5{9 = X
(A) dt
[ A

AR

dt
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Désignons par dm la masse d'un quelconque des
élémens de la bille par x, y, z, ses coordonnées rap-
portées a des plans passant par son centre de gravité
et restant fixes en direction.

Nous supposerons que I'axe des z est en dessus du
tapis, et que l'axe des y est pris a gauche de 'axe des
« pour un ohservateur, sur l'axe des z positifs.

En appelant R le rayon de la bille : les coordonnées
du point o agit le frottement seront x—o, y==0,
z=—=—R.

Les equations du mouvement de rotation, for-
mees en ¢galant les momens autour du centre, se-

ront:
2 dl
f dm\‘y e dz) ?
d:
(B) fa!m x -———z--E;:') — RX

s
d z — ) =—RY.
f mn dz’ 2z ) RY

Pourles réduire aux trois variables qui déterminent
le plus simplement le mouvement dune spheére ,
nous représenterons par o la vitesse angulaire de ro-
tation, et par «, 8,7 les angles que falt avec les axes
l'axe instantané de rotation en le prenant d’un c6té
tel que la rotation se fasse de gauche a droite autour
de cet axe; de sorte que dans le cas ou cet axe de ro-
tation tomberait par exemple sur 'axe des x positifs,
les points supérieurs de la bille tourneraient de z
vers y. Les angles «, 8,y étant pris comme nous ve-
nons de le dire, nous poserons :

Q cos. o — P
Q cos. fB q
Q cos, g r.

|

I
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On peut remarquer que les qualités p, ¢, r sont
aussi les projections sur les plans coordonnés des
vitesses de rotation pour les points situés dans les
grands cercles paralleles a ces plans coordonnes.

Les cinq élemens U, V, p, g, r détermineront
complétement le mouverment de la bille.

Il est facile d’exprimer au moyen de p, ¢, r, la
somme des momens des quantites de mouvement sur
les plans coordounnds.

Si I'on appelle K le moment d'inertie de la bille par
rapport a I'un de ses diameétres, o K sera I'expression
de la somme des momens des quantités de mouvement
par rapport a 'axe de rotation. Cette somme de mo-
mens projetée sur les plans coordonnes donnera pR,
Kg, Kr. Ainsi on a:

ou bien :

d’'x d’y dr
S0 G —=%) =*F
d’z d’x dq

d — e V=K -4
f " (“” ar dz’) Sl

d*y d’z dp
d — —y—)V =K,
f " (z ar 7 dz‘) K dt

Les équations (B) du mouvement de rotation devien-
dront donc

dr
K 5—0,
P9 _
(C) K27 —RX.
K% — _ny
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En combinant ces équations avec celles du mouve-
ment du centre de gravité, qui sont :

dU
dV
M'—(;Z-E- :Y,

On en tirera les cinq inconnues U, V, p, g, r, quand
on connaitra les forces X et Y.

Quelles que soient les forces produites par les frot-
temens, il suffit qu'elles agissent toujours horizonta-
lement et au point le plus bas de la bille pour qu’on
ait les équations ci-dessus. Par ces équations (A),
on voit que le centre de la bille décrira une ligne
courbe tant que les forces XY ne seront pas dirigées
dans le sens méme de la vitesse du centre dontU et 'V
sont les composanles. Cela arrivera toujours si le
glissement au point d’appui sur le tapis n’a pas lieu
dans la direction méme de la vitesse du centre, c’est-
a-dire si I'axe de rotation n’est pas perpendiculaire &
cette vitesse.

En ¢liminant X et Y dans les équations (C) et (A),

on aura
dr

R — =
e =
dq dU
7 M
dp dV
— T e I "
dt RE dt
o~y . [ . -1 K 1 R
Sil'on remarque que dans une sphére M R

les équations ci-dessus deviendront



dr
R — —
de =Y
.o 89 aU
e R dr ~ dt’
) dp_dV
TR de T dt

En intégrant ces cquations et désignant parU,, V,,
P.>q., I les valeurs initiales des variables, on aura
r ;
U —1U i R (g —aq.),

(D) V-V, Rp—p).

Ces équations montrent 1° que r sera constant,
2° que p etg ne changerontqu'avec U et V; ainsi la bille
ne peut changer d'axe de rotation qu autant qu'elle ne
marchera pas uniformément, et réciproquement.

Les relations ci-dessus se présentent sous une forme
plus symétrique et plus commode si I'on change les
variables.

Désignons par z et ¢ les composantes de la vi-
tesse w de rotation du centre de percussion superieur
de la bille, c'est-a-dire d'un point situé sur la verti-
cole passant par le centre et a une hauteur dgale
au > du rayon en dessus de ce centre; on aura, d'a-
pres la définition des quantités p g r,

I
L LR Y] -1

i1l

Rp=v,
- R q —— U.
Ainsi, en marquant toujours les valeurs initiales par
des accens en bas des lettres, on aura
i — I, == U[ —_— U
' P o—y = V, — ¥
ou bien
. u+U=u+ U
(L) i + ‘- oo [;] + v]
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Ces derniéres équations apprennent que la résultante
de la vitesse du centre et de celle du centre de percussion
supérieur est toujours constante pendant le mouvement.
Ce théoréme subsiste, quelle que soit la nature de la
force qui a lieu au point d’appui. Ainsi, il a lieu en
considérant les deux frottemens comme si I'on n'en
considérait qu'un.

Remarquons maintenant qu'a Iinstant ou la bille
ne glisse plus au point d’appui le frottement, de glis-
sement cessera d’exister ; il ne restera que l'autre qui
ne sera plus capable de changer la direction du
mouvement de la bille; alors celle-ci roulera en ligne
droite sans se détourner. Or, l'instant ou cela arrivera
sera celui ol Ia vitesse de rotation au point d’appui
sera égale et opposée & celle du centre, ou, ce qui re-
vient au méme, celui ou la vitesse de rotation du
point situé sur la verticale 4 'opposé du point d’appul
au-dessus du centre sera égale et dans le méme sens
que celle du centre.

Or, les composantes de la vitesse de ce dernier point
sont :

5 5
> U, 3V,

Ainsi la bille roulera sans glisser et ira en ligne
droite lorsqu’'on aura
U=2u,VY

wiw

v,
ou
I == -;—U, Yy = %V,
En substituant dans les équations précédentes (E),
on aura

%U=U1+u;

V=V, +w
ou

U=‘:"(U1+u1):

V=23 (V,+v)
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Ces valeurs de U et de Vsont ilonc les vitesses qu'aura
le centre lorsque la bille aura fini de se mouvoir en
ligne courbe et qu’elle suivra une ligne droite en rou-
lant. Ces vitesses donnent ce que nous appellerons ici
la direction finale du mouvement de la bille. Ainsi
cettedirection finale est indépendante de la nature des
frottemens; elle est toujours la direction de lu résul-
tante de la vitesse W duc centre de lu bille et de la vitesse
w de rotation du centre de percussion supérieure : et
cela, quelle que soit la nature des deux frottemens.

Nous allons maintenant nous occuper du mouve-
ment de la bille avant qu’elle soit arrivée a cet état
final et pendant qu’elle frotte sur le tapis, afin
d’avoir la courbe qu'elle décrit et la maniére dont va-
rient les vitesses U et V de son centre pendant cette
premicre partie de son mouvement.

Pour cela nous négligerons le frottement de rou-
lement qui est trés-petit devant celui de glissement.

Introduisons donc, dans les équations (A), la direc-
tion de la force due au seul frottement de glissement.

On sait que le frottement de glissement agit dans
une direction opposée a la vitesse da point qui vient
toucherle tapis; ainsi, en appelant comme al'ordinaire
S le rapport constant ou variable du frottement i la
pression, on aura

X=— fo Mcos. a,
Y=— /g M cos. b,

a et b étant les angles que fait avec les axes la vitesse
du point matériel de la bille qui touche le tapis. Cette
vitesse est la résultante de la vitesse de translation du
centre et de la vitesse de rotation du point d’appui.
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99
La vitesse de rotation au point d’appui a évidem-
ment pour composantes

— s u, — Ly

a2 2

Ainsi la vitesse absolue de ce point aura pour com-
posantes, suivant les axes,

U—-;H,V"'—"ipu

3

Alnsi on a
U—Ziu
COS. d — ’
VIU—Z2uyp+(V—Z1p)
V—Ziygp
cos. b = i .

VIV—Lu) +(V—z:v)

Désignons ici, pour abréger, par W, le dénomina-
teur de ces expressions, c’est-a-dire la vitesse absolue
du point qui frotte; cette quantité W, sera toujours
prise positivement, les signes de ces cosinus €tant
fournis par les numérateurs. On aura ainsi

L (U—tu

V= — M ——

Les ¢quations (A) deviendront done

av (U —2u)
7/ B O
av (V—29)
_d.t- __fg Wa. '

Nous remettrons dans ces équations les valeurs de u
et v en U et V, tirces des équateurs (E) qui sont

u=U-~+u -0,
¢v=Vi+ ¢ — V.
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En appelant U, et V, les valeurs des vitesses finales
trouvées plus haut ; c’est-a-dire en posant

U,

(F) v
et par suite

W= V(U—U)y+V—V,).

Les équations différentielles ci-dessus deviennent
ainsi

[

TE R

(Ui + ),
(V,4v,),

Sil'on élimine W,, on aura

A A
U—10,~ V=V,

Cette équation ne dépend plus de la loi suivant la-
quelle le frottement peut varier, puisque f s'est ¢li-
miné avec W,. En lintégrant a partir de l'origine du
mouvement, et passant des logarithmes aux nombres,
on trouve

U—-U, V-V,

L. (G) Ul——Ug = V,-—V,'
‘ U-—-U, V-V,
On conclut de 1a que les rapports W et W

ou bien

U—1, V—V,
et

VIUSUyr +(V—V) VI0—O eV —V.p

qui expriment les cosinus des angles que fait avec les
axesfixes la vitesse au point d’appui, sont des quantités
constantes pendant tout le mouvement. Ces cosinus
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restent ainsi pendant toute la duréde du mouvement
égaux a leurs valeurs initiales

U[ I U'A V: — ‘Va
et

VU—=UP+V—V.p V(U —=U)y+ Y, —V.p

Nous arrivons done a cette conséquence remarqua-
ble, c'est que duns le mouvement d'une bille sphérique
et homogeéne sur un plan horizontal qui exerce un frot-
tement de glissement sur celle-ci, la direction du frot-
tement ne varie pas pendant le mouvement.

Ce théoréme va nous permettre de traiter avec fa-
cilité tout ce qui concerne le mouvement d’une bille
en ayant égard au frottement sur le tapis.

Le mouvement sera varié et non uniforme toutes
les fois qu'on n’aura pas a I'origine du mouvement

U, =1, etV,: V..
ou blen, dcausede U, = 7 (U +4-u), et V= AV, 4v),

U, —:Zu = o.

vV, —

Elx wiaw =

¥, =— O.

c'est-a-dire toutes les fois que la vitesse au point o il
v a frottement ne sera pas nulle a I'origine.

S1, a un Instant quelconque, cette vitesse devient
nulle,alors le frottement cesse etlavaleur de féprouve
une discontinuité qui en produit une aussi dans le
mouvement. A cet instant on doit poser f==o0, etl'on
a toujours alors

dU Al

—_— =0, et — = 0.
dt ’

dt

Ainsiles vitesses U et V ne changent plus: etil enest de
méme des quantités p, ¢, r, qui dépendent unique-
ment de ces vitesses.

Quand les vitesses initiales U, et V ne coincident
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pas avec U, et V,, les équations différentielles donnant
pour dU et dV les mémes signes que pour U — U
et V. —V, on en conclut que les vitesses U et Viront
toujours en s'approchant de U, et V, jusqu'a ce que
lonaitenfinU="U,, V=1V, ou, ce qui revient au
méme, jusqu'a ce quon ait,

U—Zu=o,

2

V—Ip=o.

Alors la vitesse au point d’'appui devenant nulle,
le frottement disparait; on a f== o, et le mouvement
devient uniforme. La bille alors roule sur le tapis de
maniere que son centre se meut en ligne droite avec
unevitesse constante. C'est parsuite de cette remarque
que nous appelons vitesse finale cette vitesse dont les
composantes suivant les axes sont les constantes U et
V, déterminées au moyen des vitesses initiales par les
relations déja posées,

U= (U, + u,),
V.= (V, 4+ o).

Rappelons encore ici que la grandeur de la vitesse
finale ne dépend nullement ni de I'intensité ni de Ia
loi suivant laquelle varie le frottement; I'état final
ne dépend que desinitiales z, ¢, U, V.

On peut encore présenter ces valeurs sous une au-
tre forme, en y introduisant les vitesses au point
d’appul. Si I'on appelle Us, V, les composantes de la
vitesse du point d'appui W,, ce qui revient & poser

U“- = Ur - _2' ut y
| Vo=V, —Z20¢p;
on aura en substituant dans les valeurs de U, et V,
| U, =U-20,,
(H)

V.‘l:Vl—"‘“ —;-Va
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Ces valeurs donnent cet énoncé, que la vitesse du
centre de la bille dans son état final de roulement s'ob-
tiendra en composant la vitesse initiale de ce méme cen-
tre avec les > de la vitesse initiale die point supériewr.
Cette derniére s'obtient en composant la.vitesse de
rotation pour ce point d’appui avec la vitesse du
centre.

Il résulte de plus, en vertu de la forme linéaire de
I'équation (G) en U et V, que si 'on porte sur le plap
du tapis, & partir d'une origine fixe , une droite qui re-
présente en grandeur et en direction la vitesse du
centre de la bille pendant son mouvement, lextrémité
de cette longueur décriraune ligne droite pour aller se
porter vers la position {inale; et cette droite, décrite
ainsi par l'extremite de cette vitesse variable, sera dans
ladirvection de la vitesse W, du pointd’appui delabille.
Ainsi en se portant a la figure 1, ot AB représente la
vitesse inttiale du centre de la bille que nous désigne-
rons par W, o AG indique la vitesse initiale de rota-
tion au point d’appui que nous désignercons par W, , et
BF la vitesse elfective a ce point que nous avons dé-
signé par W,; la vitesse variable du centre pendant
le mouvement sera représentée par la longueur va-
riable AB, dont I'extrémite B’ se mouvera sur la droite
BF : le point E, ot va sarvéter le point B/, sera’ placé
de maniére que BE="1 BF. |

On peut remarquer que la direction et la grandeur
de la vitesse finale de translation BE peut s’obtenir
en prenant sur AG une longueur AH—=w=:AG, et
joignant le point H avec le point B par une ligne HB
qui sera ainsi parallele a la vitesse finale AE, mais
qui en sera les ;. Alors Al représente en grandeur et
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en direction une vitesse opposée a w : c'est celle du
centre de percussion inferieur. |

On peut encore avoir cette direction finale en joi-
gnant AD; le point D étant obtenu en portant sur BD
parallele & AF une distance BDe=w=: AF, C'est-a-
dire en composant la vitesse BD = 1w du centre de
percussion supeérieur avec la vitesse AB=W du
centre de la bille.

De méme quiil y a un état final pour la vitesse de
translation de la bille, i1 y en a un aussi pour son
mouvement de rotation. Les valeurs finales de p, ¢, r
s'obtiendront par les relations (D) en y faisant U=U,,
V=V _; on obtient ainsi

Rp,=3;Vi+iBp, =V,
Ry, =—7U+: Rg,=—1U;
et
Rr, = Rr,.

Les deux premiéres des équations ci-dessus donnent

Rp,—V,=o, et Rg,+U, =0,
ou bien
U —2u=o,
V, -_— -i- Y, =20.

Les premiers membres étant ici les valeurs de Ia
vitesse au point d'appui, ces équations ne font qu'ex-
primer, comme cela doit étre, que dans T'état final
de I'axe de rotation cette vitesse est nulle, et quela
hille roule et ne frotte plus; ou, ce qui revient au
méme, que la vitesse de rotation au point d’appui
devient alors égale et opposée a celle du centre.

On déduit des valeurs ci-dessus de Rp, et Rg,.

U,P: + vaq: = 0.
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Cette relation apprend que dans la position finale
Paxe de rotation est dans un plan vertical perpendicu-
laire aladirection de lavitesse finale du centre de la bille.

Si dans les équations (D) on introduit les vitesses
de rotation du point d’appui qu’on représentera par
U eb V_,ensorte quon ait

U, =— Iy,

Y= 2y
et

Rp=-—-YV,,

Rg= VU,;

il viendra

U-—-Ut= % (U’_ Ur?‘)f‘
V—V =2 (V, —V,)

distinguant 1ci par U,” V. les initiales de ces vitesses
U, etV,.

Ces équations montrent que si 'on porte, & partir
de l'origine fixe des coordonnées, une droite AG
(fig. 1), qul représente a un instant quelconque, en
grandeur et en direction, la vitesse de rotation pour
le point d’appui de la bille, son extrémité G déerira
une ligne droite GG” paralléle a la droite BE décrite
par I'extremite B de la vitesse de translation du centre
de la bille.

S1, au lieu de diriger la longueur qui représente la
vitesse de rotation, dans le sens de celte vitesse, on la
dirige dans le sens directement opposé 4 AG, c’est-a-
dire dans le sens de la vitesse de rotation du point su-
pérteur sur le diametre vertical, alors I'extrémité I de
celte vitesse ainsi dirigée se déplacera pendant le
mouvement sur la méme droite BF que 'extrémité B de
la vitesse de translation. En effet, en appliquant alors

5
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les lettres U, et V, aux projections de cette derniére
longueur, on aura pour I'état final

Ur s Ug et Vr — VE'

Ainsi, puisque les extrémités en question viennent se
joindre dans I'état final,, qu’elles doivent décrire d’ail-
leurs des lignes parallcles, elles se mouveront sur la
méme droite BF, quijoint leurs positions initiales B et
F et qui représente la vitesse initiale W, du point
d’appuil.

Ainsi, on peut regarder l'effet du frottemet comme
tendant & rapprocher 'unc de l'autre, et surla ligne
droite BF,les extrémités B’ et F' deslignes qui représen-
tent les vitesses de translation du centre ctde rotation
du point supérieur de la bille. Gecl est indépendant
de la nature du frottement. On verra tout a I'heure
que, sil est constant, alors les extrémités B'I” s'a-
vancent 'une vers Tautre d'un mouvement uniforme.

Si I'on veut examiner la marche de I'axede rotation
de labille, il est clair que sa projection sur le plan du
tapis sera perpendiculaire ala droite AH', oua ladroite
AG' qui représente la vitesse de rotation au point
d’appui. 8i I'on prend un point sur cet axe a une dis-
tance du centre de la bille égale ala vitesse derotation
al'équateur, c'est-a-direaQr,les coordonnces seront les
quantités Rp, Rg, Rr: comme Rr, reste constant pen-
dant le mouvement, il s'ensuit que ce point se mou-
vera sur une horizontale perpendiculaire a BI'. Ainsi,
I'axe restera dans un plan incliné, ayant sur le tapis
une trace perpendiculaire a BF. Le déplacement de cet
axe est donc tetlement lié & celui de la vitesse AG" au
point d’appui ou & son opposée AT, que la marche de
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cette ligne suffit pour donner lidée la plus compléte
du mouvement de l'axe.

Ayvant donné les valeurs finales des élémens du
mouvement de la bille, et ayant montré qu'elles ne
dépendent en aucune maniére de la loi que suit le
{rottement, et méme si I'on considére le frottement
de roulement, nous allons chercher maintenant les
expressions variables de ces élemens en fonction du
temps, enadmettant alors, comme cela devient néces-
saire, que le frottement de roulement est insensible
et que le frottement de glissement est indépendant de
la vitesse.

Dans les calculs suivans nous regarderons ainsi f
comme une constante; ouplutét, pour s'exprimer plus
exactement, comme une fonction de la vitesse de
glissement qui est nulle quand cette vitesse est nulle,
et qui saute brusquement a une valeur finie et con-
stante de¢s que cette vitesse devient sensible.

Reprenons les équations (F), et remarquons que les
U—-U, V-V,

W. = W,
angles que fait avec les axesla vitesse an point d’appui
ou s'exerce le frottement, ont des valeurs constantes.
Les équations (E), deviendront donc

rapports , cest-a-dire les cosinus des

d
7‘; = — fg cos. @,
% = — fg cos. b,

En intégrant et appelant x et y les coordonnées de la
position du centre de la bille au bont du temps ¢,

on aura
U=U, — fgcos.at.
V=V, — focos. bt.
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et
tl
r= U — acos.a —,
2
t!
y =V, t— focos.b —

Les deux premiéres équations en U et V montrent
que U'extrémité B’ de la droite, qui représente en gran-
deur et en direction la vitesse W du centre de la bille,
avance d'un mouvement uniforme vers le point E, et
4 cause des relations linéaires entre U,V, U, et V.,
Iextrémité I de la droite qui représente la vitesse de
rotation du point supeérieur, avance également vers
E d’'un mouvement uniforme. La vitesse conslante
avec laquelle Vextrémité B de la vitesse de translation
W se porte de B vers E est ¢gale d fg, et celle avec la-
quelle extrémité I’ de la vitesse de rotation W, au
point supérieur se porte de F vers E est 3 fg.De plus, la
vitesse 1 du centre de percussion supérieursobtiendra
en joignant B'D; le point D étant toujours le méme.

Les valeurs ci-dessus de x et y montrent que la
courbe déerite est une parabole; c'est ce que 'on voit
du reste directement, par cela seul que le frottement
agit dans unc direction constante, et qu'on vient
d’admettre qu'il était aussi constant en intensite.

On pourrait avoir facilement I'équation de cette
parabole, mais il est préférable de chercher seulement
Jes points et les tangentes extrémes de la portion de
courbe décrite avant quelabille soitason état final. Au
point de départ Ja tangente a la ccurbe est la vitesse
méme AB, dont les composantes sont U, et V..

Silon veutavoir ce qui se rapporte a 'extrémité de
la courbe lorsque la bille est arrivée & I'état final, il
faudra faire U =U,, V=YV, et Fon aura
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U, = U, — fo cos. at,
V, = V.— fz cos. bt.
On tire dela

t = —V{U,—U)+(V,— Vo),
[

Ou en mettant pour U, et V, leurs valeurs (H),
W,

Jg’
W.désignanttoujoursicila vitesseaveclaquellelepoint
d’appui frotte sur le tapis a I'origine du mouvement.
S1 Fon appelle x, y les coordonnées du dernier
pointde la parabole pour la position ot Ia bille prend
sa vitesse finale rectiligne, on aura, en metlant la va-
leur ci-dessus de ¢ dans les expressions qu'on vient de
donner des coordonnées du centre de la bille & un
instant quelconque,
. ﬂV;”(U] + U)

f m— 2
= -
i

JE’Q-—
(n 778 2
P\ e )

En vertu des équations (H), ces valeurs peuvent se
mettre sous la forme
: Wa Ua
X, == z (UI — ),
¢ 7.J8 7
' 2 W, (V V. )
TR T
U, et V, étant ici les composantes de la vitesse de frot-
tement W, 4 lorigine.
On peut encore introduire les vitesses u et ¢, du
centre d'oscillation supérieur dans les coordonnées ,
et y,, et'on aura

12 "‘Fn
.r]

: T hofe
(K) 12 W, V.4 5 )
B S i Ta l"'x ’

4o g

(Ul + -:E-} “1) ’
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11 est facile de voir, par les valeurs (I) de x, et de »,
que si lon prend sur BF un point Mau milieu de BE,
le rayon AM passcra par le point dont x, et y, sont
les coordonnées. Pour placer ce point sur ce rayon,
il suffira de réduire la longuenr AM dans le rapport
de > W, a fg. On effectuera cette reduction en prenant
AJ — fg et parallele a FB, et en menant 1L paralléle a
JM par le point I qui répond a Al = BE = ; W.. Le
point Lainsi déterminé sur AM sera I'extrémite de la
courbe décrite par la bille. Par ce point L menant une
droite LV paralléle a AE, on aura la marche finale de
la bille.

Onpeutconstruire la positicn de lamarchefinale LV
de la bille, 1a seule chose dont on ait besoin ordinaire-
ment pour assurer le jeu, en cherchant seulement le
point ol cette droite coupe la direction AG de la vi-
tesse de rotation au point dappui. Cest ce que l'on
fera de la maniére suivante.

Ladroite parcourue parla billedans sa marche finale
passant par le point dont les coordonnées sont x, et
y, et sedirigeant suivant une ligne parall¢leala vitesse
finaledont les composantes sont U, et V,, son ¢quation
sera

y—21 _ VY,

et

z—x, U,
SiI'on prend la direction de la vitesse de rotation du
point d'appui pour axe des y, et qu'on fasse dans cette
équation x == 0, la valeur de y sera la distance cher-
chée; en la désignant par p, on aura

Y,

P:Jfa-— -r-—--T ,‘,'t:‘z,

2

Mais on a en méme temps par les formules F et J qui
donnent U, et ¥V, et &, et »,, en v faisant u, = o0 et
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v=—=w a cause de la direction des axes, et appelant
toujours ainsi w, la vitesse initiale de rotation du
centre de percussion supérieur

Uq —_— —;' Ut '
Va = % (VI + V‘)?
Ta ‘Va Ul
.I‘n e ’
%
J/E:LQ—' -a (V:'—'; ﬁ’r)
) _ © Sy
Un en déduit
. W, 1w
/8

Le signe de cette valeur indique qu’elle se portera
du ¢6té opposé a w,. On la construira en menant par
le point J (fig. 2), pris comme dans la figure 1, une
ligne JH , et par le point P, milieu de Al, une pa-
rallele PR a JH; fe point R o elle coupe la droite AH
W w
< .18 .

Si I'on voulait la distance entre A et la droite RLV,
en lacomptant sur la direction de la vitesse BF, on se
servirait alors des valeurs (J), en posant U, = o et

V. == W,; on aurait ainsi
o (% Wa):a

P-__ y .
2/8

Cette distance, quidoit étre portée sur Al, est égale a la

donnera AR =

: e 1
hauteur due a la vitesse 2 W, multipliée par —. Onla

construirait encore facilement. S

S1 enfin on voulait avoir la distance entre A et le
point ou la ligne finale LV décrite par la bille vient
couper la direction de AB, on trouverait

W, W,
S
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On construirait cette valeur en menant par P, milieu
de AI, une paralicle PQ a JB; le point J ctant tou-
jours tel qu'on ait Al = /z. La droite finale LV devrait
passer par le point Q ainsi obtenu.

Si Pon veut déterminer la perpendiculaire abaissce
du point A sur la droite finale; en l'appelant =, on
aura, en égalaut les momens de la vitesse finale ala
différence des momens des composantes,

2 ¥, — 7, U,

3

T == —

W, ’

et en substituant pour x, y, leurs valeurs en U,V et
U, V,, on aura
W, (V,U,— 1, V)

7 /8 W,

En introduisant le sinus de I'angle (9—1¢) que font
les directions initiale ct finale,

on aura
L WLW,

i

$10. (?--wp)

a
7.8

On peut construire cette valeur facilement (fig. 2)
en abaissant de A la perpendiculaire AT une HB; elle
sera W sin. (J—¢). Par le point J, pris comme sur
la figure 1, on tracera JT, et cnsuite par le point P,
milien de AI, on ménera PS paralléle 2 JT; cette droite
coupera la ligne AT au point S, qui donnera AS = .

Si 'on suppose que la vitesse de rotation w du cen-
tre de percussion est dirigée dans le sens de la vi-
tesse W de translatioti du centre ou en sens op-
posé, la bille continue de marcher en ligne droite,
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mais son mouvement est varie jusqu'a ce qu'elle

soit arrivée a I'état final; alors la ligne AB tombe sur
AT ou ensens oppose, et la vitesse finale W, est donnee

par
‘Va = —:— (W1+ wl)'
En méme temps on a pour la distance y, parcourue
par la bille jusqu'a ce qu'elle soit arrivée a son état

final,

LW,

.}’z:t:;"—f-g (W + 5 w,)

el comme
W,=W, — “ap |
on a
(K) o= (W, —Zaw) (W + S w),

Ici le signe doit étre seulement celui de W, 4% w
puisque le facteur W, dans les formules n’a pas de
signe par lui-méme, ceux-ci se portant entiérement
sur les composantes U, V, « et v, dont les résultantes
sont W et w.

Si la bille est partie sans rotation, on a alors

¥ _-—~._+35.-W-—':-,
Y afE

le signe ¢tant celui de W, Si elle est partie sans vi-
tesse de translation, alors on a

le signe etant celui de w,

Si 'on veut la relation générale entre le chemin dé-
crit ¥ 4 un instant quelconque, et la vitesse du cen-
tre W a cet instant, on aura
W, —-—W)

!=j_‘__(—~—-——~
Jg



et
St

’
2

J’:‘VIIT{_—

Je signe inférieur étant pris seulement dans les cas on
Fona W — 2w <{o,et ou la vitesse absolue W, au
point dappui ¢tant dirigée en sens opposé a celle du
centre, le frottement tendra & accélérer le mouvement
au lieu de le retarder.
On tire des équations précedentes
L Wawn
Y7
le signe étant pris pour rendre cette quantite positive.
2
SiFondésigne par'Y la distance -sz—, on aura
Y8
Wi=2/fg (Y —y),
SIW,— 210> 0;
et \Vﬂ:zfg (Y—I—_}f).
SIW,—Iw o,
On voit par ces valeurs que la vitesse en fonction de
la distance y est représentée par I'ordonnée d'une pa-

rabole dont la distance focale est'ff , et dont le som-

2
metesta unedistance Y ou —= du point de départ de la

bille,soitdevant le joueur quand W — >+ . 0, comme
le représente la courbe CGK dans la figure 6, soit der-
ricre quand W, — 2 w, < 0, comme le représente la
courbe CGK dans la figure 7.

Quant a w, il sera donné par la partie d'ordonnée
comprise entre I'une ou 'autre des paraboles, et une
parallele a I'axe MK tracée & une hauteur égale
a W, 4 w,;w, étant la valeur de w a l'origine.



(75)

Quand nous aurons parlédeleffetducoupde queue,
nous reviendrons avec plus de détails sur la construc-
tion des vitesses W et w, au moyende ces figures 6 et 7.

Pour réduire en nombre quelques-unes des formu-
les trouvées dans les articles précédens, jai fait des
expériences qui ont eu pour objet de déterminer la
vitesse que peut prendre la bille sous le coup de
queue quand on la frappe dans la direction du centre.

Ayantfait frapper horizontalement une bille de gros-
seur ordinaire qui était suspendue par unfil d’'environ
a™delongueur, jaiobservé que, pourun coupde queue,
comme le donne un joueur ordinaire, mais non pas
pour le plus fort coup que pourtaient doumner cerlains
joueurs, la bille remontait verticalement d’environ
1™, 20; et que pour un coup de queue tres-fort, la hau-
teur pouvait aller a 2,50. Ainsi, en appelant W, la vi-
tesse initiale du centre de la bille, on a pour un coup
ordinaire

Wa
* = 1,20, ou W_= 4,86,
25
et pour un coup fort
W >
—" = 2,50, ou W, = 7,00.
2g

Pour déterminer le coefficient £, j’ai disposé un appa-
reil au moyen duquel la bille se trouvait tirée hori-
zontalement sur le tapis par un fil tendu avec un
poids. En faisant des marques sur le tapis jai pu arri-
ver a reconnaitre que le mouvement de la bille était
sensiblement uniforme quand elle était mue avec une
force égale aux 0,25 de son poids sur un drap fin,
et aux 0,30 de son poids sur un drap plus gros ouplus
use.

La premiére valeur est celle qu’il faut adopter pour
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un billard en bon état. Quoique les choses n'aient
pas été disposées pour observer des vitesses au
dela de 1™, oo par seconde, tandis qu'aprés le coup
de queue une bille peut prendre une vitesse beaucoup
plus forle; cependant comme d’autres expériences,
entre autres celles de M. Morin, ont montré que pour
tous les corps, les frottemens jusqu’a des vitesses de
4 metres, sont indépendans de la vitesse, nous avons
pu, sans crainte d'erreur, admettre qu'il en est de méme
ici pour le frottement de la bille contre le tapis, et
qu'l reste toujours indépendant de la vitesse. Pre-
nant donc pour les applications

J = 0,25,
on a pour un coup de queue ordinaire
W»
— = 4,80;
1/

el pour un fort coup de queue
W

[+)

= 10,00.
2

Ainsi, lorsque la bille part sans rotation, comme
cela arrive quand la queue I'a frappée dans une di-
rection qui passe par son centre, la distance 7, du
point de départ au point ou la bille commence a
rouler sans glisser et arrive 4 I'état que nous avons
appelé final , étant donnée par

a4 WQ’
Y S
ou a trés-peu prés par
W=

¢}

I

..’/a 2 2 g" ;
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devient, pour une vitesse ordinaire,
¥, = 2,40,

et pour la plus forte vitesse
Y, == J,00.

On verra dans le chapitre suivant comment ces dis-
tances doivent ¢tre modifices lorsque la queue ne

touche pas la bille de maniére que la ligne du choc
passe par son centre.
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CHAPITRE II.

De Veffet du coup de queue horizontal.

Nous allons examiner maintenant les effets du choe
de la queue sur la bille, en le supposant d’abord di-
rigé parallélement au tapis. Nous consacrerons un
autre chapitre au coup de queue incliné; la théorie
qui en donmne les effets étant plus compliquée et
moins nécessaire aux applications au jeu ordinaire,
nous avons pensé quil valait mieux la présenter
séparement.

On emploie deux espéces de quenes; les unes, dites
a procédé, sont terminces a leur pointe par une gar-
niture de cuir formant une espece de demi-sphére
saillante, les autres sont coupées a la pointe suivant
un plan perpendiculaire a leur longueur. Quand on
se sert des premiéres, on a soin de frotter la garni-
ture avec une substance qui augmente le frottement
surla bille. On faiten sorte par-la qu’il ne se produise
pas de glissement entre la queue et la bille pendant le
choc, lorsméme que la direction de la vitesse des points
de la queue qui viennent choquer la bille fait un
angle assez sensible avec la normale a la bille : ce glis-
sement ne peut en effet avoir lien tant que cet angle

est 1nférieur a celui du frottement. Pour les queues
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non garnies et coupées d'équerre a leur axe, comme
on ne peut frapper que dans une direction normale
au point de choc, deés lors, quelque faible que soit le
frottement, il est toujours suffisant pour qu’il u'y ait
pas de glissement entre la quene et la bille au moment
du choc.

Par cela seul qu'il n'y a pas de glissement de la
queue sur la bille dans le choc, les points de cette
dermere, qui sont frappés par la queue, y adhe-
rent et ne peuvent prendre, tant que le contact alieu,
que des vitesses identiques avec celles des points
choquans de la queue. Celle-ci étant dirigée par
le joueur de maniére que ses points conservent pen-
dant le choc des vitesses dans la direction de son axe
de figure, 1l en est de méme des points choqués de Ia
bille; ceux-ci doivent done étre considérés comme
recevant de la queue pendant le choe une quantité de
mouvement dont la direction est celle de l'axe de Ia
queue.

C'est au reste ce que I'expérience confirme pleine-
ment, car s1 dans le choe la direction de la quantité
de mouvement imprimée a la bille n’était pas celle de
I'axe de la queue, et quil y eat glissement au contact,
il serait impossible de faire un coup assuré, vu la dif-
férence d’intensité du frottement en employant une
quecue ou une autre, ct avec la méme queue, suivant
quon aurail plus ou moins enduit le enir de craie ou
de toute autre substance pouvant adhérer a la bhille.
Quand la queue glisse au contact et que le frottement
vient ainsi modifier la direction de la quantité de
mouvement, on dit qu'on fait fausse queue, et cetle
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espéce de coup est pas au nombre de ceux dont on
puisse tirer parti au billard.

Si par l'effet de I'élasticité la seconde quantité de
mouvement, ajoutée & celles que produit sur la bille
la premicére partie du choc pendant la compression,
n'avait pas la méme direction que celle de cette pre-
miére quantité de mouvement, il serait également im-
possible de jouer d'une maniere assurée, puisqu’alors
la direction du mouvement apres le choc dépendrait
de 'élasticité relative de la bille et de la queue, et ne
serait pas celle du mouvementde laqueue, ainsi qu’on
le reconnait par expérience. Bien qu'il soit impossible
dans 'état de 1a science d’établir cette proposition di-
rectement par la théorie, on peut cependant la re-
garder comme suffisamment prouvée parl'expérience,
et 'admettre comme base des calculs.

En partant donc de ce point que la bille recoit par
le choc de la queue une quantité de mouvement dans
la direction du mouvement de la queue et appliquce
au point ot se fait le contact, nous allons déterminer
la vitesse qu'elle prendra, en fonction de la quantite
de mouvement qu'elle recoit au point ou se fait le
choc : nous verrons plus loin comment cette quan-
tité de mouvement peut, dans les cas ordinaires, se
déduire de la vitesse que T'on a imprimce a la queue.

Choisissons maintenant, pour la direction des y
partant du centre de la bille, comme origine, une di-
rection paralléle au plan vertical passant par I'axe de
la queue, c'est-a-dire parsa vitesse de translation; et
pour le sens de ces y positifs celui de la projection de
cette vitesse sur le plan du tapis : nous prendrons,
comme nous 'avons déja fait, les x positifs a droite
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de cette dircction, et les z positifs en dessus du tapis.
Dans ce qui suit, ce que nous désignerons par point
de choc sera le point de 1a bille qui est frappé par la
queue : nous appellerons ligne du choe celle qui est
menee par le point de choe dans la direction de Ia
queue ou de la vitesse des points qui choquent la
bille.

Le choc étant supposé horizontal, il n'y aura pas
a considérer I'effet du frottement sur le tapis pen-
dant le choc : Ja bille reste donc comme libre. Elle
recevra dans la direction dn coup de queue une
quantit¢ de mouvement dont la mesure sera le pro-
duit de sa masse par la vitesse de son centre.

Nous poserons les notations suivantes :

M, la masse de la bille;

R, son rayon ;

W,, la vitesse que prend son centre & I'instant ou
elle a recu le coup de queue;

h, I'abscisse du point ot se fait le choe, c’est-a-dire
la distance entre le centre de la bille et un plan ver-
tical passant par le point ol se fait lc choc, et dans
la direction de ce choe, cest-d-dire de Iaxe de Ia
queue ;

/, Ia hauteur du point on se fait le chooe au-dessus
du tapis.

Pour déterminer le mouvement de rotation en
fonction des données ci-dessus, on posera les équa-
tions qui expriment I'égalité entre les momens au-
tour du centre des quantités de mouvement dues au
choe d'un cété et aux vitesses de rotation de I'autre.
Ce qui donne, en prenant pour axe des y la direction
du coup de qucue,

6
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MR'p, = MW ({—R),
MR g, = o,
MR*r, = MW, 4;

el

Wi W

ou hien
I—R
s Ry = W (___..)
3 p: I R b)
-:' qu —_ O’
: Rr, = — W, A

R

Ici, la vitesse de rotation initiale w du centre de per-
cussion supérieur est dirigée sur 'axe des y, puisquon
a Rg, = 0. 51 Rp, est positif, c'est-a-dire si /> R, elle
doit étre portée du coté des y positifs, c’est-a-dire dans
le sens du mouvement, et la vitesse du centre de per-
cussion inférieur, que nous avons d¥signée par All
dans les figures préecdentes, devra se porter en sens
contraire.

Dans la supposition ol nous sommes d'un coup de
queue horizontal, la bille marchera en ligne droite.
Pour avoir 4 chaque point de sa course les deux éle-
mens W et w, c'est-a-dire la vitessc de translation et
celle de rotation du centre de percussion, on se re-
portera aux équations E du chapitre précedent, qui
donnent

Whw=W +w,
W et w, étant ici les valeurs initiales des vitesses W
et w. Or, ona

lRp = W,
. 5 ] H
ou bien
I — R
= W, [———— ],
W ( R )
cequidonne
W 4w, =W, e

B 2
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ainsi 4 un instant quelconque, on a

l
W + W = ‘VI'R'-‘.

Dans la figure 6, AD représente la vitesse de trans-
lation W lorsque la bille, partie de M avee une vitesse
égale a MC="W, est arrivée en D. On ménera donc
Fhorizontale PE A la hauteur MP — Y}{i’ c'est-a-dire
de mameére que si MC représente le rayon de la bille,
MP représente la hauteur / du choe au-dessus du ta-
pis. Les distances de la parabole & cette droite repré-
senteront donc w. Quand w sera dirigé du coté de W,
c’est-a-dire quand la rotation sera directe, le point A
tombe en dessous de PE; quand il tombeen dessus,
la rotation w est rétrograde. .

La vitesse W _de la bille, quand clle est a 'état final,
est donnée par

W, =2 (W, +w,),
ce qui devient
/4
W, =W =,
7 'R

Ainst la vitesse W, dans la figure 6, ne s’abaissera ja-
mais atl-dessous de cette valeur, si 'on est dans la pa-
rabole inférteure, ni ne s’¢léevera au-dessus de cette va-
leur,sil'cn est dansla parabolesupérieure. Nous allons
indiquer comment on distingue ces deux cas d'apres
la hauteur du coup de qucue.

Les ordonndes des parties marquées pleines surla
figure 6 indiquent les vitesses de la bille; les mouve-
mens variés finissent toujours quand la vitesse sera

devenue égale a: W,}i{, et quand la parabole aura
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coupé la droite GL mence a cette hauteur. Cette
droite se reléve 4 mesure que / augmente et quon a
frappé plus haut.

Nous avons dit, dans le chapitre précédent, qu'on
ne serait dans le cas de la parabole supérieure ( fig. 7)
quautant qu’on aurait

W, —Iw <o,
ce qui donne

s () <o

ou bien
! > 1R

Ainsi la vitesse au point d’appui ne sera en sens op-
posé au mouvement de la hille, et le frottement n’ac-
célérera la vitesse, quautant que le coup de queue
aura été donné a plus des 2 du rayon au-dessus du cen-
tre, cest-a-dire au-dessus du centre supérieur de per-

cussion de la bille.

Quand on frappe juste a la hauteur de ce point,

la bille prend de suite son ¢tat final, ona W ='W, é.;

la droite GH passe par le point G; alors il n'y a
plus de parabole. Dans tous les autres cas ou l'on
a 1< 2R, le frottement ralentit la vitesse de trans-
lation, et I'on est dans le cas de la parabole in-
férieure (fig. 6; alors les vitesses de translation du
centre et de rotation du centre de percussion sont
représentées par les hauteurs DA et AH, et elles sont
données par les formules

W= Vafg(XY—9)= VW —afgy,

et
w=W — — W,
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dans lesquelles on a y = MD, Y — MK, el W, —
MC vitesse initiale du centre de la bille.

Pour avoir la distance MQ parcourue par la bille
depuis son départ jusqu’an point ou elle est a état
final, il suffit de prendre la valeur y, du chapitre pre-
cédent et d'y mettre pour W et w. leurs valeurs, on

aura
w: l
Y, = t'(l‘_(?“'):):
2./8

ou a tres-peu preés
L L
"= (r—: 7 )

Il est un point de la course de la bille trés-impor-
lant a connaitre pour les effets dujeu, c’est celui ot
le point d'appui ou le centre de percussion n'ont
pas de vitesse de rotation et ot I'on a w=—o0 : ¢’est
a cet lI'instant que nous disons que la bille est & Zétar
de glissement. Cet état a lieu au point I qui répond au
point E, oti la parabole est coupée par la droite hori-

zontale PE mencée a la hauteur hi{_ A ce point on a
W= __"

la distance MI parcourue alors par la bille, que nous
désignerons pary,, est donnée par

On peut remarquer que les points I et Q ont cette re-
lation de position et que Yon a & trés-peu pres
KQ =z K.
Labillene passe parcctétatdeglissement,ety, n'existe
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quautant qu'on a /< Ii; car sans cela la droite PE se
trouve au-dessus de la parabole et ne la coupe pas. 1
en est toujours ainsilorsqu’on est dans le cas delapa-
rabole supéricure CG (7y. 7), car comme elle ~arrete

o
b 5 -‘VIJ . -
a la hauteur - - Ppour se changer en horizontale,
elle ne peut étre coupce par la droile PE qui est a
Ya haut W,/
a hauteur —*-.
1 R

Quand ona /= R, c'est-a-dire quand on frappe la
bille au centre, 'état de glissemeut a lien au pointde
départ M : ce cas est représenté sur laligure 6.

Quand on frappe au-dessous du centre, la rotation
est rétrograde de MenI (/fig. 6), avant le point de
glissement. Dans cet intervalle, w ou 7 Rp, est pris
négatif dans les formules: au-dela de ce point de glisse-
ment I, w devient positif, ainsi que son égale > Iip.

La hauteur /, a laquelle se donne le coup de qucue,
ne peut étre ni trop grande ni trop petite quand
on veut donner un coup assureé, puisqu’il faut que
la queue ne glisse pas contre la bille; la limite de
I'écart entre Ja ligne du choc ct le centre de la bille
est fixée par le plus grand angle que puisse flaire la
direction du choc avec la normale a la bille sans qu'il
y ait glissement. Cet angle est ce qu'on appelle lan-
gle de frottement. L'expérience a appris aux joueurs
qu'on peut sans glisser frapper la bille jusqu’a une
distance du centre de 0,50 R; ainsi, en appelant « la
distance du centre de la bille & la ligne du choc; pour
ne pas faire fausse queue,on devra frapper de ma-
niére qu'on ait

a < 0,70 R, ou Vi +(I—R) < o,50 R.
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Si le plan vertical du choc passe par le centre de la
bille, c’est-a-dire st R=0, on aura pour le minimum
de {

I

0,30 R,

et pour le maximum
[ = 1,50R.

On peutdonc encorea la rigueur donner le coup ala
hauteur du centrede percussionsupérieur quirépond
al =1,40R;mais on frappe rarementa cette hauteur,
de peur qu’en donnant un peu plus haut ou un peu
plus de cote, ce qui augmenterait la distance a au
centre, on ne fasse fausse queue : on n'a donc presque
jamais a consideérer les vitesses de la bille qui sont re-
présentées par les ordonndées de la parabole placce
comme dans la figure 7.

Il nous reste mainterant a examiner comment la
vitesse W , communiguée au centre de la bille par le
coup de queue, peut résulter de la vitesse supposee
donnée a la queue,et de la distance « entre la ligne
dit choc et le centre de la bille quand le choc ne passe
pas ce centre. ‘

Ia circonstance de Padhérence entre la queue et la
bille pendant le choe avant, ainsi que I'expérience le
prouve, pour effet défipitif de faire en sorte que la
quantité de mouvement que recoit cette derniere par
le choc et par Teffet de I'élasticité, soit toujours dans
la direction méme de la vitesse de la qucue, et celle-ci
ne se déviant pas sensiblement pendant le choc, 1l
nous sera possible d’en conclure la vitesse que doit
prendrele centre de la bille. Nous supposeronsd’abord
que le coup de queue est donné en abandonnant la
queue a clle-méme sans la serrer avec la main ni sans
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la pousser aprésle choc. Il nous faudra aussi admet-
tre, comme cela a lieu ordinairement , que la bille
quitte la queue sous le coup et ne soit plus touchée
par celle-ci aprés le coup. Nous verrons plus loin
quelles conditions cette circonstance exige, ct ce qui
arrive quand elle n’a pas licu.

Désignons par

M’ la masse de la queue,

W' sa vitesse avant le choc ,

W sa vitesse apreés le choc,

M la masse de la bille et R son rayoi,

W, la vitesse de son centre apres le choe.

On aura d’abord, par les principes connus du
mouvement du centre de gravité et des aires qul sout
indépendans du plus ou moins d'élasticité des corps,
M W = MW, + MW/

MR’ p, = MW, (/ —R ),
MR® g, = 0,
MR’ r, = — MW, A,

Il reste a poser une équation se rapportant aux
effets de l'élasticité. 11 est 1mpossible , dans I'état de la
science , de calculer & priori ce qu'elle produira daus
le choc. J'ai d chercher par conséquent a étudier par
experience ses effets dans le choc des queues et des
billes. Pour =4jg jai suspendu une queue de ma-
niere quelle pht osciller horizontalement dans le
sens de la longueur, tous ses points déerivant le méme
arc de cercle. Il a suffi, pour produire cet effet, d’at-
tacher le devant et le derriére de la queue 4 deux fils
divergens qui partaient du plafond 2 une hauteur
d'environ deux métres au-dessus de ia queuc. De cetle
manicre, en écartant la queue de sa position la plus

(L)

TR gy e
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basse, elle tendait a y revenir en oscillant sans perdre
son horizontalité. La bille était attachée de méme a
deux fils divergens partant du plafond et la prenant
aux extremités d'un diamétre horizontal. Cette bille
pouvait ainsi osciller et en méme temps tourner
autour de son diameétre horizontal. Dans sa position
d’équilibre elle se trouvait placée de maniére que le
petit bout de la queue la touchait et quel'axe decelle-ci
passait par son centre. Des cercles divisés avaient été
placés & ¢oté de la queue et de la bille pour donner le
moyen de mesurer les écartemens des fils, et par suite
les hauteurs dont la queue et la bille s’étaicnt élevées.

En écartant la queue de sa position d’équilibre,
elle venait frapper la bille au centre avec une force
vive proportionnelle 4 la hauteur dont on Tavait
élevée. La bille frappée au centre prenait une vi-
tesse de translation qui s'évaluait par la hauteur a
laquelle elle s’élevait. Si la force vive se fiit conservée
aprcs le choe, on aurait dit trouver, en vertu de la
conservation du mouvement du centre de gravite,

> MW (M — M) W’
M + M M’ M
La queue pesant exactement trois fois le poids de la
bille, on a M'—=3M, et ces formules donnent

W,
W =

W

W,/ =

]

T W,

L W

Or, on a déduit des écarts de la queue et de la bille
apreés le choce,

W =W, W =2z W,

i

&

Ainsi la force vive aprés le choe, au lien d’étre
¥ T 13 ] 12 - : A . 4 4
¢gale a M'V* ou a 3MV" si elle se fiit conservée, n'a
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été que de 3 MV~ ou de 2,56 MW= La perte est done
de 0,13 de la force vive totale. En variant les vitesses
de la queue, les pertes de force vive sont restées sen-
stblement dans le méme rapport. On n'a pu dépasser
la vitesse de 2,80 pour la queue, et conséquemment
de 3,60 pour la bille. II 1’'a pas été possible de faire
des expériences avec des vitesses de choe qui appro-
chassent davantage de celles qui ont lieu dans le Jjeu
ordinaire ; mais la fraction ci-dessus s'étant conservee
constante dans ces expériences, nous avons pu lt'e-
tendre aux vitesses qui ont lieu dans le jeu.

Pour connaitre ce que devenait la perte de foree
vive quand le choe passait un peu au-dessous on au-
dessus du centre de la bille et lui communicquait une
vitesse de rotation autour de I'axe horizontal de sus-
pension, jJai examiné ce que devenait la vitesse u
centre;etcommecette derniéreest une conséquence de
la perte de force vive totale qui a lieu dans le choc,
Jen a1 déduit que la perte totale de force vive, en te-
nant compte alors de celie qui est employce en rota-
tion, est toujours a peu pres la meéme.

Sans doute que ces expéricnces ne suffisent pas
pour donner la perte pour les chocs qui ont lieu dans
de forts coups de queue; ndanmmoins, comme en
prenant toujours la méme fraction 0,13 pour la perte
de force vive, on arrive a des conclusions qui sont
d'accord avec ce que I'expérience a appris aux joueurs;
1l ne sera pas sans intérét de voir en effet ces regles
d’expériences déduites de cette seule supposition d'une
perte en proportion constante avee la foree vive to-
tale.

Posons done I'équation qui se rapporte a la perte
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de force vive. Appelons 6 ia fraction de la force vive
M'V” qui exprime la perte apres le choc; nous au-
rons
(1—9) MW*=MW"” + MW? —~MR (p’4q’+rl),
P> q., ., etant ici les vilesses trouvées précedeimn-
ment. En posant
@ =K+ (L—RY,

a désignant ainsi la distance de laligne du choc an cen-
tre de la bille,nous aurons en vertu des équations (L)

3

(1 — & MW? = MW, + MW 4 MW} %_

ou

2

(1 — ) MW" = M'W* 4 MW (1 y ;)

En joignant a cette équation celle qui se rapporte a
la conservation des quantités de mouvement qui est
MW — MW+ MW,,

on trouvera

+\/ 6 9MF<I+‘(E
I I — G —8 T =
M “1{*)
W, =W ,
4 W qaz P’l
TR R
| S RV S
e RN M TR
W =W _
4 a M
AR TV

Sil'on veutintroduiredans lavaleur W, de la vitesse
que prend la bille, celle qu’elte prendrait sous ie meme
coup de queue, c'est-a-dire avec la méme vitesse de
la queue , mais en donnant le coup au centre; on au-
ra, en appelant W, cette derniére vitesse,
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Wn(l-[--IYl) (I—I- ‘/K—G*—“Qi—;: ("l“%%;))

g
W =
M &y ‘/ s o
S 2 1 — ff — N
(1t +ige) (o i)

W, ici est la vitesse que nous avons déterminde par
expérience, et dont la valeur est de 7 au maximum. Si
'on part cette valeur de W, et qu'on veuille savoir
quelle vitesse prendra la bille si en la frappant avec
une queue animée de la méme vitesse qui produirait
W, en frappant au centre, on donne le coup a une
distance du centre«==0,60 R; onsubstituera tonjours
M- a
—e= 3, et —
M R

W, == 0,50 W_,

f = 0,13, — 0,003 on aura

La valeur de W, a été construite dans la figure 4,
ou les abscisses OR ou MM prisesde l'origine, O ou M”
representent ces distancesa : le cercle est déeric d’un
rayon M” M’ — R. Les ordonnés MC représentent les
vitesses W, du centre de la bille.

Pour que les valeurs précédentes de W, et de W/
subsistent , il faut que le choc de la queue de la bille
se fasse comme nous I'avons supposé , c’est-a-dire que
les deux corps se séparent aprés le choe , b qu’ainsi
on ait

Wt >Wl”
ce qui donne
M’ a a M M
+y _,g_ﬁ( z_,...) s .____( 2 2
Vi M\ ) e Y g e

ou bien

My ./ M e a
. ——h 52 L
(‘+M’)V‘ OM(”" )>= '
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Si eette condition n’a pas lieu, la queue continue de
toucher la bille apres le coup, dés lors celle-ci frotte
contre le cuir dela queue, et elle éprouve une grande
diminution dans son mouvement de rotation ; c’est ce
qui fait queles effets qui dépendent de cette rotation,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant, sont
diminués de beaucoup.

La condition précédente montre que si I'on veut

que i soit aussi grand que possible, c'est-a-dire égal

a 0,70, limite fixée pour la condition qu'il 'y ait pas
glissement sous le choe, il faudrait pour 6 =o, c’est-
a-dire pour I'élasticité parfaite, qu'on efit A =
Mais en raison de la valeur de 9, il faudra prendre

M ,
W - 3. S1 'on pose 6 =0,13, on trouve que " est un

peu au-dessus de :. Ainsi, des queues un peu plus
légcres que celles dont on fait usage généralement, per-
mettront d’attaquer la bille plus prés du bord sans
quapres le choe il y ait un frottement de la queue et
de la bille qui diminue la rotation. Elles permet-
tront donc dobtenir un plus grand rapport entre
la vitesse de rotation rétrograde et la vitesse de
translation, puisque ce rapport, immédiatement
apres le choc, est égal & la fraction Z (BR:Z )
St nous voulons avoir la limite de @, qui permet

de choquer sans frottement aprés le choc, lorsqu'on a
M _ o ' 1
M’ =3 comme cela a lieu ordinairement; on trou-

vera d’abord
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2

a M o/ M &7 Mo M
: —_— = —_— —_ - —— - e —0 -
I (' +M’} , g(‘+1v1)+‘/4 <'+M)+I (l+1\’l')1'

Prenant done

]

(=—0,13 et ——

M 7
on aura

. %5 = 0,906, d'ou % = o,60.
Ainsi, avec les queues ordinaires qui pesent trois fois
le peids d'une bille, pour conserver toulte la rotation,
on ne doit pas frapper & une distance du centre de
plus des six dixi¢émes du rayon. Avec des queues
plus légeres, il serait possible d'aller jusqu'aux sept
dixiemes et d’obtenir ainsi une plus grande vitesse de
rotation par rapport i celle de translation. Comme
c'est du rapport de ces deux vitesses que dépend la
facilité que I'on a de faire reculer la bille du joueur
apres qu'elle en a touché une autre, ainsi que nous
le verrons dans le chapitre suivant, il s’ensuit qu'on
doit, pour bien reculer, employer des queues un peu
plus légéres que celles qui sont en usage.
Maintenant on peut remarquer que, si au lieu d'a-
bandonner la queue a elle-méme au moment du choe,
c’est-a-dire de la tenir libre , on la serre au contraire
dans la main; on joindra une partie de la masse de
I'avant-bras a celle de la quene , et on otera a ces
masses réunies leur propriét¢ d'élasticité. Cette ma-
ni¢re de choquer pourra done s'introduire dans les
formules, en supposant M’ et ¢ plus grand. En exami-
nant l'inégalité

M er r.a:l 551-—
(I+'ﬂf) \/I—-B-—G IW(I+:T{—J)>2 R:?

. : a .
on voit qu’'elle n’a plus lieu alors pour F aussi grand,
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puisque le premier membre diminue quand M’ et ¢
augmentent.Siton frappe alors 4 une méme distance
a du centre que dans le cas ot la main ne serre pas la
queuc, cette inégalite pouvaut ne plus avoir lieu, la
queue ne se separe pas de la bille aprés le choce, et
le frottement qul en résulte détruit une partie de la
rotation de la bille. Ainsi, pour pouvoir frapper la
bille le plus loin possible du centre sans diminuer
la rotation que le choc tend a produire, il faut tenir
la queue libre dans la main et ne pas la pousser apres
le choc.

Pour reconnaitre l'influence des différentes ma-
nieves de frapper la bille sur la distance qu'elle
aura parcourue avant que la rotation rétrograde
soit épuisée, distance dont 'évaluation doit toujours
etre faite quand on veut produire des effets singuliers
dans le choc de deux billes ou dans le choc contre la
baunde, ainsi que nous le ferons voir dans le chapitre
sutvant; nous allons remettre dans la valeury, don-
née au commencement de ce chapitre, la valeur W'
trouvée précédemment en fonction de la vitesse W'
de la queue. Nous aurons ainsi

( 4 ~+ | b QI\T i 5 a ’
we (=) [+ Voo (141 )]

Si nous en faisons autant dans lavaleur de y,, nous
aurons,

M a\?
2 5 I +i_.
W”(I R [I ‘/I e (I R)]

i * M
V ()
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On se rappellera que, dans le cas du choc hori-
zontal, ainsi que nous le supposons ici, on a

@ K e AN
R T R ( o ﬁ) ‘

51 Fon veut examiner les valeurs maximum de 7 et
de y_, il faudra déja prendre k= o, parce que, eu ¢gard
a la petitesse de 9, 2 n'aura guére d'influence que dans

le dénominateur. Supposons done 2— o, cest-a-dire
occupons-nous sculement du cas ou le plan vertical

2

passe par le centre de la bille. Mettons pour %—; sa

7
. ¢\
valeur dans ce cas, qui est ( 1 ———E) ; Nous aurons
w (=&)Y A ]
Yo =
2/ M . 1 )
(I+l‘(l!+;(l R)
ct

R ' T RS L
5 2 —_— il I T
we (=G @) [V (o= )]

M R
V2= A M [~
8 (I gt H)a)

M

On peut introduire dans ces formules la vitesse que
prendrait la bille avec le méme coup de queue si on
la frappait au centre; on a alors

‘/ o M
14 I—§f— ——

M

— (]

Wo= W M ’
I+-'[—‘—1—,




{1101‘1

_ M’
R
- LI ‘/1 — G — @ |
M
En mettant cette valeur dans les expressions précé-
dentes, on aura

AVER'SY s I\
—_— — — e I 2
W (- Rﬂ)(l+i\’l’) [‘”/’ RG-S ]

W

Yo
%/8 vV EM 2 Mo
(r+ ‘"“TW)@*mﬂ*““Wﬁ
et

o & M)g[ Vi W LT
(5 ) B [V M T

Ji= —
2/ ‘/ 5MN\:¢ M I N
(VoS (20

Il ne faut pas perdre de vre que ces formules ne
subsistent quantant qu'il y a s¢paration entrela quene
et la bille, c’est-a-dire que la distance ¢ ne dépasse
pas une certaine limite, laquelle est dautant mojns
grande qu’on serre la queue davantage avee la main.

En restant done dans cette limite ou la rotation
n'est pas altérée, on peut se demander 4 quelle dis-
tance du centre il faut frapper la bille pour rendre
7, et yrles plus grands possibles. On voit en effet que
les expressions ci-dessus ont un maximum par rap-
port a /. Si 'on pose pour abréger

a 14

-

R R’

et quon représente par . B a b des constantes nu-
meriques, on aura

(22—2) (14 Va— f 29"
Yo = @+ b7)
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On peut chercher le maximmum de v, au lien de ce-
lui de y,, et I'on aura I'équation

£z (22—2%) ]

z — 21} = { b {l_z"" . .
20z (2 z {a+0?) VgV

M’ :
En prenant e 3,et —=0. 13, ona
« = 0,48, 6 = 0,97, a = 1,33, b = 2,5

On trouve par des substitntions successives que la
valeur de z est trés-prés de 0,25; on peut la regarder
comme ¢gale a cette fraction. Ainsi, avec un coup de
queue d’une intensité déterminée, pour porter le
point de glissement de la bille le plus loin possible, 1l
faut frapper & peu pres & 0,25 durayon au-dessous du
centre. Comme il 0’y aurait plus séparation entre la
queue et la bille en frappant aussi bas, si l'on serrait
la queue dans la main et gu'on détruisit ainsi une
partie de la vitesse de rotation, le point de glissement
ne sera 4 la distance que donnerait la formule gu'en
tenant la queue libre.

Si T'on veut rendre ¥, un maximum, ou ce qui re-
vient au méme /5, on aura la condition

(14+V a—z5) (Vw529 |
Les lettres « £ a b ¢tant dans cette équation les mémes
nombres que précédemment. On trouve par des sub-
stitutions successives que z est entre 0,09 et 0,10; on
peut donc pour les applications regarder la valeur
comme égale & 0,10. Ainsi, pour que la bille soit a I'état
finalde roulementle plusloin possible, il faut lafrapper
2 environ le dixiéme du rayon au-dessous du centre.
Les valeurs maxima de y, et y,, sont

W W
3'.20,33 --—?--', et Y.,= 0,5 i .
2fg 72fg

b (i— 35 —a)=(aba) {3 (1—5)— P |
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La valeur de W, en fonction de la distanece « de la
ligne du choc au centre de la bille, servira encore a
trouver comment le coup de queue doit étre donné
pour rendre un maximum la vitesse horizontale de
rotation des points de I'équateur horizontal, ¢'est-a-
dire la valeur de Rr, lorsqu’on suppose déja /=R et
par conséquent a — h.

On a alors
M eM . R
Br=— -:- W, -R- ?
I+._+z{”i)(l+\/1 0 el
,,( M TR o “M‘)
En prenant les mémes nombres que précédemment
h

pour les constantes, on a pour déterminer — R par la

condition de rendre Rr un maximum, l’equatmn

kz
b5

Y

En posant « = 0,48, =0,97, ¢== 1,33, on aura
h
"—:o-‘ 0’50 ]

R

et alors on a en meme temps
Rr=10,75 W,.

Les valeurs et la vitesse Rren fonction de Zlorsqu’on
suppose @ = /1, et par conséquent /=R, sont repré-
sentées par les ordonnées PR de la courbe o RR'R”,
(fig. 8), les abscisses étant les valeurs de 4.

On peut encore se proposer de rendre un maximum,
la vitesse finale en méme temps que la vitesse a 'état
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! W/
de glissement: ces vitesses sont W, R et—fT' D'abord
on prendra 2 = o dans ce cas, ce qui donnera
a = (I—R)?,
l a
on ﬁ = 1 -ﬁ,
{
onauradoncpourla valeurde W, T
a M oM . a
w ! W (’+E)(‘+ITI’)(’+\/""9'_ St ﬁ)
'R M : OM’)
(’J’M'“i{?)(” i
M "
Lorsqu’on met pour W et § les valeurs numeériques
précédentes et quon pose toujours «=—0,48, =

0,97 et ¢ = 1,33; la condition de maximum par rap-

port a o, est donnée par I'équation;

(0
HEa]

La racine de cette équation est = 7 == 0,193 ainsi il faut

R 3

54:: +a. _(c ,;a’> .
R(+E) =0+ .

frapper la bille a environ le cinquieme du rayon au-

{ .
dessus du centre pour rendre W, n un maximum.
Dans ce cas on a,
{
W, "= 1,00 W_,

. !
Les valeurs variables de W, - lorsqu’on suppose

a=—1I[— Roua=R —{, sont reprcsentecs par les or-
données GH de lacourbe 7' 2 H H'( fig.g); les abscisses
comptées a partir dn point M étant les valeurs de Z

——
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CHAPITRE 1l

Du choc de deux billes et du carambolage, en négligeant le frotte-
ment tres-petit qui a lieu entre les billes pendant le choc.

La circonstance du mouvement des billes qu’il est
le plus nécessaire d’étudier pour la pratique du jeu,
cest ce qui arrive apres le choe d'une bille mobile
confre une bille immobile : ¢’est ce probléme dont
nous allons nous occuper.

Le frottement des billes dans le choc est trés-faible;
c'est ce que les joueurs reconnaissent ct ce qui ré-
sulte d’ailleurs des expériences que je vais rapporter.

Pour déterminer le frottement de deux billes pen-
dant le choe, jai suspendu une bille & un fil et je lui
ai fait une marque propre a bien montrer la rota-
tion qu’elle pouvait prendre. J’ai donné & Ia bille une
rotation uniforme dont jai obtenu exactement la
durce; puis je I'ai choquée horizontalement et obli-
quement avec une autre bille sur I'un des co6tés, de
manicre a donuer par leffet du frottement une ro-
tation dans un sens opposé¢ a celle qui existait; jai
gradud le choc de maniére a détruire 4 peu pres
toute la rotation existante, ou au moins 4 ne laisser
subsister qu'une rotation assez faible pour qu'on pit
en observer la durée pendant les oscillations. Sans
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I'influence du frottement pendant le choc, la bille
et pris un mouvement d'oscillation qui n'ett rien
changé a la rotation existante avant le choc; mais
Peffet de ce [rottement produisant, outre la percus-
sion normale passant par le centre de gravité, une
percussion tangentieile, il en résultait une modifi-
cation dans la rotation.

Soit MW la quantité de mouvement imprimce par
le choc & la bille en ayant égard au frottement, et
¢ langle de frottement; MW sin. ¢ sera la quantité
de mouvement due au frottement; son rapport avec
la quantité de mouvement normale au point de choc
ou MW cos. ¢, sera tang. ¢; cest cette tangente que
l'os désigne par f.

En appelant . la hauteur dont la bille s'est élevce
dans ses oscillations, on aura

W* = 2ch.

En appelant Q la diflérence des vitesses angulaires
avant et aprés le choc, et R le rayon de la bille, on
aura pour la rotation

5 Ro = Wsin. 9.

Ainsi on a
*Ra

l/zgh

Dans les expériences quon a faites, on avait
R — 0,025; la bille ayant été choquée de manicre
qu'elle s’élevait de . —= 0,25, on avait détruit par le
choc une vitesse angulaire d'un tour par seconde,
ainsi on avait Q = 2z. La valeur de sin. g est donc

Sil’!. g =

sin. o = 0,028,
d’ou
tang. » = 0,028.
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Ainsi le coefficient £ de ce frottement est de 0,028.

Le frottement des billes nayant donc qu'une tres-
petite valeur, nous examinerons d’abord les effets
du choe quand on néglige ce frottement.

On sait que si I'on suspend des billes a des fils
elles présentent dans leur choc les circonstances dues
4 une élasticité presque parfaite : ainsi on peut Fad-
mettre dans la pratique du jeu avec une trés-grande
approximation. Du reste, sil'on voulait tenir compte
d'un défaut d’élasticité, nous dirons plus loin ce
qu'il faudrait faire, en méme temps que, pour com-
pléter la théorie, nous considérons le frottement des
billes. Mais , nous le répétons, ces deux influences
peuvent étre négligées ordinalrement: nous allons
donc commencer par en faire abstraction.

Prenons d’abord le cas ordinaire du jeu ot la bille
mobile, ayant recu un coup de queue horizontal ,
marche en ligne droite avec les ¢lémens du mouve-
ment déterminés dans le chapitre préccdent.

En représentant par MD (fig. 6) la distance ) par-
courue par la bille depuis son point de depart M, et
par MC la vitesse W, qu'a prise son centre sous le
coup de queue au moment du choc; les vitesses W de
translation du centre et w de rotation du centre de
percussion sont représentées par les lignes AD et AH.

Leffet du choc , en raison de Vélasticité des billes,
est, comme on sait, de produire entre des masses
égales un échange des vitesses normales des centres.
Ainsi la bille du joueur perdra la vitesse normale
au point du choc, et ne gardera que la vitesse tan-
gentielle.

Soit o Pangle que fait la tangente au point de choc
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avec la direction du mouvement de |a bille avant le
choc, cest-a-dire avec Ia direction de la vitesse W
et de la vitesse w qui, avant le choc, se¢ compte sur
la méme droite, soit en sens opposé, soit dans le
méme sens,

Aprés le choc, si I'on ncglige le frottement entre
les billes, la rotation ne sera pas changée; w con-
servera la méme grandenr et la méme direction; mais
la vitesse W sera changée en W sin. ¢, et sera dirigée
danslesensde latangente horizontalean point de choe,
c'est-a-dire qu'elle fera avec la direction de W avant
le choc un angle 4. Ainsi, en représentant daus la
(fig-11) la vitesse W avant le choc parAD, cette vitesse
apres le clioe deviendra la projection AB de AD sur la
direction de la tangentc au point de choe. En se re-
portant done a la construction de la figure 1, on aura
(fig. 11) tous les élémens du mouvement de la bille
apres le choc, en partant des vitesses iitiales AB et
All. Cette derniére vitesse AH, dans le sens ot elle est
portée ici, est celie du centre de percussion inféricure.

St Fon veut discuter les changemens dans la marche
de la bille lorsque les vitesses AD et AH restant les
meémes au moment o1l le choe commence, on sup-
pose que langle ¢ varic de % 20, cest-a-dire que la

=

bille du joueur vienne toucher la bille adverse plus
ou moins loin du point d’arriére; il suffit alors de
tracer un cercle sur AD — W comme diamctre. Si
Fon regarde ce cercle comme représentant équateur
horizontal de la bille adverse, que T soit le point
oit le choc sest fait; on ménera la corde AD perpen-
diculaire au rayon RT; cette corde sera en grandeur
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el endirection la vitesse initiale de traunslation apres
le choc, cest-a-dire la premiére tangente a la para-
bole décrite par la bille. En se servant ensuite de la
vitesse AB ¢t de la vitesse AH, et de son opposée
A¥ = 7 Al = W _, on construira tous les élémens
du mouvement apres le choc.

Ainsi, la direction de la vitesse finale sera celle
de la sécante mence de H au point B du cercle. Pour
avoir le point par lequel doit passer la marche
finale qui est paralléle & ceite sécante HB, on ré-
duira les distances FA et FD d'un septiéme a par-
tir des points A et D; sur la longueur restante YA’
comme diamétre, on décrira un cercle; le rayon
vectecur menc¢ au point M ou FB coupe ce cercle,
contiendrale point cherché. On tracera autour de A,
comme centre, un arc de cercle d'un rayon égal
a fg oua 245; on tirera e rayon AJ paralléle a
FB; puis, par le point I o ce rayon rencontre HB,
on menera 1L paralléle 4 JM, et le point L sur AM
sera Vextrémité de la parabolc décrite par la bille
avant qu’elle suive la droite L'V dans sa marche finale
a partir de ce point L.

Quel que soit le point ot le choc se fasse entre
les billes, la direction de la marche finale étant tou-
Jours celle de la sécante HB, partant du peint fixe
H, cette direction ne variera que dans une certaine
amplilude quand le point H sera extérieur au cercle,
¢’est-a-dire quand la rotation scra directe, et qu'ainsi
AH, qui est la vitesse du centre de percussion infé-
rieur, devra se porter du cété opposé a W ou AD.

Si 'on appelle ¢ le plus grand angle de déviation
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de la marche finale par rapport a la direction AD de
la vitesse W avant le choe, on aura

) LW W
sin. § = IW4w Woaw'
Et en méme temps I'angle ¢, qui détermine le point
ot le choc doit se faire pour avoir cette déviation,

sera donné par

ou par
W

CO8. 2 ¢ = sln. ¢ = Vo

St au moment du choc la rotation est rétrograde,
et qu'ainsi AH se porte du coté de AD, ce qui échan-
gera les positions des points F et G, comme on le voit
dans la figure 12; alors la direction finale partant
d’'un point intérieur H au cercle, prendra toutes les
directions. La bille reculera dans sa marche finale,
stle point B est en dessous de la perpendiculaire a AD,
mence par le point H. Le cercle sur lequel se trouvent
les points M, lequel a pour diamétre A’DY, sort alors
du cercle qui a AD pour diamétre.

Du reste, la construction du point L, extrémité de
la courbe et commencement de la marche finale par
lequel on doit faire passer la droite finale LV, se fera,
comme on le voit dans la figure 12, en suivant 'ana-
logie avec la figure 11.

La condition pour reculer lorsque le mouvement
de rotation sera rétrograde, sera évidemment

w
W cos.2p < av, ou cos. v < \/—\—V- .

La vitesse W du centre, et la vitesse w du centre
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de percussiou , se trouvent toujours par la figure 6,
pour chaque peint de la course de la bille.

A mesure que la bille avance, les peints D et I doi-
vent rester fixes. Si elle n'est pas arrivée a son élat
final, le point A sapproche de D et s’écarte de I1. Si
la bille a commencé par avoir un mouvement rétro-
grade, ce qui suppose qu'on l'a frappée avec la queue
au-dessous du centre, le point A se trouve d'abord en
deca de I, puis il avance, et lorsqu’il passe sur H, la
bille est a I'état de glissement, et alors il n'y a pasde
courbe décrite apres le choe.

On peut dans la figure 6 reconnaitre de suite dans
quelle direction marchera la bille du joueur apres le
choc au point D de sa marche. Pour cela on tracera
sur AD un demi-cercle; on le prendra d'abord pour
représenter I'équateur de Jabille adverse, et le point T
pour le point de choe, cet ¢quateur A ctant pris
pour son point d'arriére; on prendra I'arc AD égal au
doublede AT, et en joignant le point H ou AD coupe
Yhorizontale PE, avec le point B; la ligne HB don-
nera la marche finale de la bille. On verra donc ainsi
quel écart on peut donner au point de choe I' pour
pouvoir reculer apres le choc.

SiTon choque a l'état de glissement, il 0’y a plus de
rotation pour le centre de percussion, et I'on a w=—o0;
A et H de la figure 6 se réunissent en E, alors la bille
mobile ne se dévie pas de son état initial apres le
choc; elle suit la tangente au point de choc sans d¢-
crire de courbe.

Quand on choque a l'état final, c'est-a-dire au

2

dela du point Q, figure 6; alors on a AH =2 AD, ou

5

w==2W:les points F et D de la figure 11 tombent
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en D; la construction devient celle de la figure 13;
]’angle ¢ de la déviation maximum est donné par

1 ! Al 5
SR, W = = 2,
- Wi Y
ce qui repond a
b= 33— 44"

Comme cos. 2 ¢ = sin. ¢ =1, on aura

‘/1 4+ cos. 2
COS. v == ;
2

ou
_ cos.p = § {/7;
ce qui donne
C)‘) — 620 — 54!¢
Dans ce cas de la déviation maximum, la distance
ou lavitesse W du centre dela billedu joucur passe du
centre de la hille adverse, étant 2 R cos. g, clle devient

2 R cos » == 0,946 R.

Cerésultatmontre que quand le choc se fait al'dtat final
de la bille du joueur, pour que cette derniére se dévie
du plus grand angle possible apres le choe, ¢'est-a-dire
de 33°, il faut que son centre se dirige a trés-peu pres
vers le bord apparent de la bille adverse.

Sil'on veut avoir I'expression de la plus courte dis-
tance = de la droite finale au centre A, toujours pour
le cas ou le choc a lieu dans I'état final et ot I'angle ¢
de la déviation est le plus grand, on aura par la for-
mule du premier chapitre

W W, ( Ly ou bien w W,
= sin. {(o—1y T = .
78 78
Iei, 1l faut prendre

——

sin. .

sin. =1,

w = - W,

5

W, =Wcos.o =W v-é—z,
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ce qui donne a trés-peu prés
W

oSy

c'est-a-diréd dans la figure 6
™ = 'i-rg I_Vl—K-:

G

Si P'on se rappelle que V'on a pour I'état final

T A Z
W=1W o,
W, étant la vitesse du centre & I'instant du coup de
queue; on aura a trés-peu pres

l 1

T —

)
Y/

Si T'on prend les plus grandes valeurs de W. répon-

2

dant a— = 2,50, c’est-d-dire pour un trés-fort coup
28

de queue, et si'on suppose /=R ; on a en métre
T = 0,27,

Cette valeur de , quirépond a la plus grande dé-
viation, peut étre regardée sans erreur sensible
comme la valeur maximum de cette distance a cause
du peu de variation du facteur W, sin. ¢ dans le voi-
sinage du maximum de ¢.

On peut remarquer que si le choe se fait lorsque la
vitesse de rotation du centre de percussien superieur

étant dirigée dans le sens de la vitesse W, on a w —

W

—. Alors dans la figure 11 le point F tombe au centre
2

du cercle dont AD est le diamétre. Dans ce cas, comme
FBest constant pour toutes les positions du point de
choc, la droite finale LV part d'un point pris & une
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distance fixe sur AH, et le point L, extrémité de la
parabole, se trouve sur un cercle dont le sommet est.
en A,

Quand le choc se fait avant que la bille ne soit a
I'état de glissement, c'est-a-dire quand elle est a I'état
de rotation rctrograde, la bille reculera d'autant plus
pour un méme point de choe, que le rapport 2 sera

W
plus grand. Cerapport serad’aulant plus grand, qu'on

sera plus pres du pointde départ A, comme on le voit
dans la fig. 6. En choquant prés du point de départle
7 act doal : h—1
rapport — est égal a
au point le plus bas ou T'on puisse frapper sans que
la queue cesse de quitter la bille apres le choc : ce
point a ete trouve, dans le chapitre précédent, ré-
R—/
R
En partant de cette valeur de /, vovons ce que de-

vient la perpendiculaire 7.
Ona

, dont le maximum répond

pondre a — 0,60, ce qui donne /= 0,40 R.

L

w W,sin.
7/8

Le maximum de sin. ¢ pour tous les angles ¢, c'est-a-
dire pour toutes les positions du point de choc sur
la bille adverse, est 'unité. A cette valeur répond
a trés-peu pres le maximun de =, & cause du peu de
variation de W, vers le point qui répond asin.¢=—1.
Pour/=o0,40R,ona w=10,60 W,
et par suite

T =

W, = 2,15W,
d'ou I'on tire que le maximum de = est trés-prés de

71-__-'—_0,36-—"-*—.

)L
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Or, on a vu, au chapitre IIl, que quand on donne le
coup de queue 4 0,60 au-dessous du centre, on a, pour
la vitesse dut centre comparée a la vitesse W, que
prendrait la bille si le méme coup de queue était
donné au centre,
W, = 0,50 W,.

Ainsi on aura pour la valeur approchée du maximum
de =

o

T = 0,09 ~ fa
2

pour un fort coup de queue on a

Wa
~— = 10,00.
2fg
Ainsi on a a peu pres,
® = 0,90,
W2
Pour un coup de queue ordinaire qui répond a f"’
2fo
o

— 4,80, on aurait a peu pres
T — 0,43.

On voit donc que, lorsqu’on recule apres le choc, cir-
constance ol les courbes sont les plus prenoncées, la
distance « est assez grande.

Quant au mouvement de la bille adverse par suite
du choe, lorsque l'on néglige le frottement entre ces
billes, il n'y a aucun calcul a faire pour le d¢terminer:
il est clair qu’il se fera teujours dans le sens de la
normale au point de choc et avec une vitesse de trans-
lation du centre quisera W sin. ¢. La vitesse de rota-
tion de cette bille sera d’abord nulle, et elle deviendra
> 'W sin. ¢ quand elle sera a son état final.
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CHAPITRE IV.

Des effets d’'un deusieme choc entre deux billes, a une petite
distance d'un premier choc.

81 T'on veut examiner ce qui arrivera si la bille du
Joueur, aprés avoir choqué une premiére bille vient
en choquer une deuxi¢me avant qu'elle ne soit & I'état
final, et pendant quelle décrit encore une courbe )
conseéquemment pendant que les vitesses W et 1w sont
non-seulement différentes en grandeur, comme nous
T'avons déja supposé dans les problémes précédens ,
mais encore différentes en direction; il suffira de se
reporter a la construction générale du premier cha-
pitre, en emplovant pour W et w les valeurs qui ont
lieu a Tinstant de ce deuxiéme choc. Or, st 'on sup-
pose d’abord que la deuxi¢me bille choqudée est assez
pres de la premiere pour que les ¢lémens W et w de
la bille du joucur naient pas changé sensiblement
entre le premier ct le deuxiéme choc; il suffira de re-
marquer que lorsqu’on néglige le frottement pendant
le choc et Iimiperfection de Ielasticité, comme cela
peut se faire pour des billes ordinaires en bon ¢tat,
alors la direction dela vitesse de rotation ATl (fig. 15)
du centre de percussion inférieur n'éprouve pas de
changement. La vitesse W, avant le deuxicme choe,
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devient la corde AB menée perpendiculairement au
rayon RT, qui va au point du premier choe T; le
cercle ATB représentant I'équateur horizontal de la
bille.

Pour representer toutes les marches de la bille du
joueur apres le deuxieme choc, lorsque tout restant
de méme, ce sera seulement le point de ce deuxiéme
choe qui changera, on décrira sur AB, comme dia-
metre, un cercle qui représentera d'abord Péquateur
horizontal de 'autve bille; on tirerala corde AB' per-
pendiculaire au rayon R'T" meneé au point de choc T’
sur cette deuxieme bille, et HB' sera la direction
de la marche finale de la bille du joueur. Il ne restera
plus qua avoir le point L, extrémité de la courbe dé-
crite , point par lequel il faut faire passer la paralléle
a HD pour placer la marche finale dans sa véritable
position. Pour cela, on fera comme on 'a indiqué au
premier chapitre.

Le point H devant étre toujours pris a la distance
AH=—=w du point A au moment du premier choe, il
sera facile de reconnaitre dans quelles limites peut
varier la direction finale aprés le deuxiéme choc lors-
qu'on fait varier la position du choc, soit sur la pre-
miere, soit sur la deuxiéme bille. Si le point de choc
varie de position sur la deuxiéme bille, les directions
finales seront limitées par les deux tangentes menées
du point H au petit cerecle décrit sur AB comme dia-
métre. Lorsque le point H deviendra intérieur a ce
petit cercle, la bille prendra toutes les dircctions pos-
sibles dans sa marche finale.

Si I'on fait varier le point de choc sur la premiére
bille, et en outre sur la deuxi¢me; alors les marches

8



( 114)
finales pourront encore étre limitées par les tan-
gentes extrémes menées a la courbe enveloppe du
petit cercle mobile décrit sur les cordes successives

AB, comne diametre ( fig. 16 ).
Pour avoir I'équation de cette courbe enveloppe,
désignons par z et $ les coordonnces ducentre du cer-
cle mobile, lequel centre est aussi surun cercle; nous

=

aurons, en appelant R son rayon qui est égal a 7
(A) S+ —25R =o.

L'équation du cercle mobile est, en posant pour
ﬂbl’égﬁl‘, x —[—y' e P’,

2

F

(B) C:.I'—*—ﬁj :";:
on a done
zda+ ydp = o,
et
edx+(f—R)dp = o,
s v : . dp
d ol V'on tire en éliminant —-
o
ey —Bx = —Rurx,
et comme on a
_ &
ex + fy = —,

on obtiendra ainsi les valeurs de « et de f au moyen
de ces deux équations; elles sont données par

Pna—_-—]{.ry-l--P—?{,
P”ﬁ::_: R +,_02_J/-

Ensubstituant dans 'équation (A) aprés I'avoir multi-
pliée par ¢, on trouve
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(ny-—- 11_-2_1:) + (Rxﬂ-{- E—-L;—?/-) -—QRFF (Rx2+ F:-:—z{) = 0.
2
En développant cette équation, elle devient, apres
avorr 6té le facteur ', et apres avoir remplacé «° par
P’ n----------«‘]/"l y
n2 1
("‘—RJ/) = R g2,
2
ou en extrayant la 1acine et ne prenant que le signe
postitif, le seul qui se rapporte a I'enveloppe cherchée;
on a
2 R (o) = £
Cette équation donnerait un moyen facile de con-
struire la courbe par point. Mais il suffit ici de re-
marquer qu'elle est une épicyloide engendrée par un
! 1 ] -‘ .
cercle d'un rayon égal a R ou & .._;5, qut roule autour

d'un cercle égal, ayant son sommet en A et son centre
sur AD ( fiz. 16).

Eneflet, 'équation de cette épicyloide s’obtient en
¢liminant l'angle ¢ entre les deux équations

xr = 2R sin. cp—I—RSin.zc?,
y —R = 2R cos.cp—l-Rcos.zc,o.

Or, elles deviennent, en mettant pour sin. 2¢ et
cos. 2¢ leurs valeurs

= sin. g <+ sin, 9 €OS. ¢,

=l

== €08, ¢ + co0s.? ¢,
ce qul donne,_

tang. p =

2

QI8

d'ou, en posant toujours, o’ = x* 4 »*

sin. g = —,

I

™R ey

COs. ¢
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Mettant la valeur de cos. ¢ dans I'expression de 3, on
aura, en divisant tout par y,

2R (p+ 5} =7¢"

équation toute semblable a la précédente. Ainsi cette
épicyloide est bien I'enveloppe du cercle mobile.

Par la construction connue de la tangente a l'épi-
cyloide, on trouverait facilement que quand la rota-
tion est directe au moment du premier choc, la plus
grande déviation finale ¢ qui puisse résulter de deux
choes successifs est donnce par

T W 4w T W 4w

sin.

Quand la bille du joucur est a I'état final, le plus
grand angle de déviation résultant de deux choes
successifs est de 51° 34"; c'est ce qui résulte de l'ex-
pression ci-dessus en vy faisant w = W.

Oun voit par la figure 15 que lorsque e premier choe
se fait avec une vitesse de rotation rétrograde, cest-
a-dire lorsque le point I doit se porter en H' du
coté de D; sice point I’ tombe en dessus du point
Q ou le petit cercle coupe & AD, clest-a-dire on
tombe la perpendiculaire BQ, abaissée de D, ce qui
revient a la condition pourreculer apres le premier
choc dans l'état final; alors, le point de choc
sur fa premicre bille restant le méme, si I'on fait
varier le point de choc sur la deuxicme bille, les
déviations finales apres le deuxi¢me choe sont com-
prises entre les tangentes extrémes mences par ce
point H" a re petit cercle.

S1 dans ce méme cas le point de choc varie sur la
premicre bille adverse, alors il n'y a pas de limites
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aux directions finales ni aprés le premier choe ni
apres le deuxiéme.

Si la deuxicme bille adverse, au lieu d’étre tres-
pres de la premiére s'en trouvait assez distante pour
que dans le trajet de I'une & l'autre les élémens, tels
quils existaient apres le choc, eussent pu changer
sensiblement, alors la vitesse AB ="W cos. ¢ devrait
se changer en AD' (fig. 17), etles vitesses AF et AH
devraient se changer en AF et AH'. On peutvoir, soit
par la construction de la figure 3, soit dans l'exposé
prélimivaire, a Pexplication des fig. 56 et 57,58 et 59,
la maniére d'obtenir la valeur et la direction de ces
vitesses A, All' et AF" & Vinstant du deuxi¢me choc.
Ayanlt cesélémens, oudécriraun cercle sur AB comme
diamétre, on reportera le point H en W sur la droite
HH'—=1B', paralléle a BF, ct en menant de H' les
tangentes extrémes au cercle décrit sur AB comme
diamétre,onaura ainsi leslimites des déviations finales.

Si dans ces constructions on voulait avoir égard
a une petite imperfection dans V'élasticité des billes,
on proccderait comme on val'expliquer dans le cha-
pitre suivant, pour un premier choc. Le cercle ADB
(/ig. 18) devrait dabord étre remplacé par le cercle
un peu plus petit A'B'D, partant du méme sommet D;
AB deviendrait AD'. Ensuitele petit cerele au lieud’étre
décrit sur AB' comme diamétre, le serait sur A"B cgal
a (1~—0a) AB; o ctant le coeflicient qui exprime la
fraction de la vitesse normale conservée par la bille
du joueur apres le choc, ou bien & trés-peu pres,
comme on le fera voir au chapitre suivant, la por-
tion de la force vive perdue par le choe des billes.
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La méme modification s’applique au cas d'une le-
gére inégalité dans les masses : seulement si c'était
la bille du joueur qui fut la plus Iégere, la correction
BB devrait se porter en sens contraire, en sorte que
le cercle A’'B'D au lieu d'étre plus petit deviendrait
plus grand que le cercle ABD.
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CHAPITRE V.

Du choc de deux billes, en ayant égard au frottement entre les
billes pendant le choc, au défant d’élasticité ¢t a Vinégalité
des masses,

Biex que I'on puisse regarder les billes comme élas-
tiques dans leur choc entre elles; cependant, comme
cette gualité peut ne pas étre aussi parfaite dans cer-
taines billes, on peut, pour compléter la théorie,
prevoir le cas d'un defaut délasticité. Ce que nous
~dirons sappliquerait avecla méme facilité a Pinéga-
lité de masse des deux billes, puisqu’elle produit des
effets tout analogues.

Lorsque les billes ne sont plus parfaitement élas-
tiques, la bille du joueur, au lieu de preandre toute la
vitesse normale, en conservera une partie, et, en ad-
mettant que la perte de foree vive dans le choc reste
en rapport constant avec la force vive avant le choe,
il en sera de méme de la vitesse normale qui, étant
avant le choc W sin. ¢, deviendra aprés « Wsin. ¢;
« étant un tres-petit coeflicient dont la valeur est

=1 — VI~—205,
ou a tr-és—peu prés o == 0.

) désignant la perte de force vive qui a lien dans le
choc.
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La vitesse de la bille du joueur apres le choc, au
lien d’¢tre w cos. ¢, sera la résultante de w cos. g et de
« wsin. ¢. Or, 1l est facile de voir que si on prend sur
AD un pomt A'( fig. 14) 2 une distanice AN —=a W,
et quon décrive un cercle sur A'D comiue diametre;;
it suffira, pour avoir égard au defaut d’élasticité, de
substituer ce cercle A’'B'D au cercle ABD, ct de faire
toutes les constructions comme dans la figure 11. En
effet, AIY sera alors la vitesse rvesultante de AB —.
‘W cos. ¢ et de BIY —= » W sin. o. |

On voit donec que le defaut d’élasticité entre les
billes aurait pour effet de diminuer les angles queles
directions finales font avee la vitessc ADavantle choc.

Le cercle ABD dela ficure 6 doit aussi ¢tre dimi-
nué ct I'extrémitée A du diamétre AD doit s'abaisser
un peu.

S'il s'agit non pasd’un défaut d’¢lasticité , mais d'iné-
galité entre les masses des billes ; alors si cest la bille
du joueur qui est la plus pesante et que son poids de-
passe Fautre d'une fraction o assez pelite pour qu'on
néglige «’; on aura aprés le choc

B = « W sin. o.

Si « est négatif, c'est-a-dire si la bille du joueur est
la moins pesante, on prendra BB ( fig. 14 bis) dans
Vautre sens et on aura toujours

BB = — o« Wsin. o,

alors le point A’ dans ce dernier cas est hors de AD et
le cercle A'B'D enveloppe le cercie ABD.

Nous avons dit qu'on pouvait ordinairement ne-
gliger le frottement qui a licu entre les billes pendant
le choc; cependant,, comme cela ne sc peut plus dans
certains coups, et comme d'ailleurs toules les billes
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ne sont pas également polies, et qu'il y en a sur les-
quelles ce frottement est plus sensible : nous allons
le considerer dans ce chapitre. Les formules et les
constructions que nous établirons nousserviront d’ail-
leurs, avec de trés-légéres modifications, pourle choc
contre la bande, ou le frottement n'est jamais négli-
geable.

En tenant comptedu frottement deshillesentreelles,
nous pourrons tout-a-fait négliger celui qui se pro-
duit sur le tapis aux points d’appui des billes pen-
dant le choc, puisque celui-ci ne peut résulter que de
la composante verticale de la quantité de mouvement
produite seulement par le frottement entre les billes,
lequel est fort petit d’aprés les expériences que nous
avons rapportées précédemment. Nous négligerons
aussi, a plus forte raison, la trés-petite vitesse verti-
cale que les centres des billes peuvent prendre par
Feffct de ce frottement, cet effet étant détruit parla
résistance du tapis ou rendu insensible par le poids
des billes qui les raméne de suite contre le tapis
qu'elles ne quittent méme pas.

Occupons-nous d’abord de l'effet du frottement en
géncral dans le choc de deux sphéres. Posons les
equations de mouvement de chaque sphére, et pla-
cons d'abord le plan coordonné des z, &, paralléle au
plan tangent au point ou se fait le choc; ce qui est.
toujours possible si I'on admet que pendant la duiée
du choc ce point ait trés-peu changé de place.

Ddésignons par ¢ la force qui se produit au contact
par l'ellet du frottement; cctte force agit dans la di-
rection de la vitesse relative. Donnons aux quantités
U, V, p, g, r les mémes significations que précédeni-
ment pour une des billes ; nous v ajouterons la vi-
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tesse S dans le sens de I'axe des z. Distinguons par
U, V', §, p', ¢, r les quantités analogues qui se rap-
portent a l'autre bille. En mettant des 1 au bas de
toutes ces lettres, nous désignerous ce que sont ces
quantités a I'instant ot le choe commence. Représen-
tons encore par XYZ les composantes de la force au
contact, Y et Z se rapportant au scul frottement ¢,
et X a la pression normale.

Prenons les coordonnées positives du méme coté
pour les deux billes, et remarquons que la force qui se
développe par le choe sur une des billes, y compris le
frottement,agitégalementet en sensopposé surl'autre;
nous aurons, en ver{u de cette réciprocite de la force,

- dU dU'
ME""_X_“MTE’
dV dV
] ——=—Y=—M —,
M dt B dt
dS as’
B dt M dt’

ce quidonne
U-—I—U" — U. - U[",
(A) V4+V =V, +V/,
S+8 =28 +8§’,

[

En raison de ce que le point ott se fait le choc se
déplace tres-peu pendant sa durce, et reste ainsi sen-
siblement 4 la méme place par rapport aux plans co-
ordonnes, on aura pour les momens

MR dp = o s MR dp’ = o,
: MR* dg = — RZ : MR df = + RZ,
: MR*dr = + RY : MR dF = — RY,
ce qui donne
p+p =p +p.s
(B) : q + q = Q: + g: ’
r+r o=r 4+ r.
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En éliminant Z et Y entre les équations différentielles
et intégrant, on trouve

:R(p— p)=o,
(©) Ry —g) = S—s.
= R lp — r) = (V——V‘]
et
:R(p—p/)=o0,
(D) : R (g —q!) =— (8 —8O,

R(#/@ —r )y =V — V.

Cestrois derniéres rentrent dans les neuf précédentes.
Remarquons que dans les équations des momens
on doit ne prendre pour Z et Y que les composantes
du frottement, puisque la force normale a un mo-
ment nul. Remarquons encore que ce frottement agit
dansla direction de la vitesse relative ; ainsi,les compo-
santes dufrottement quiagitsurla premiére billeseront
(V+Rr —V—R)
VV4R—V = R)+(S—Rg—S +Rg7
(S — Rg — 5 4+ Rg')
VIV+ R —V —RvV)+(S—BRg —S+Rg'y

Y =

(I) ’

Z =

7,

ou en désignant pour abréger par 0 le radical qui

exprime la vitesse relative du frottement

(V+Rr—V — R o
5

Y =

Prenons maintenant les équations qui se rapportent
a P'une des billes , on aura pendant le choc

M —=—X,
dt
dS (§ —8 —Rg +Ryg')
(E) M~ =— ; o,
Vv —V —Rr
Md__=_(v V +Rr Rr)(b.

dt ¢
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ou en divisant les deux derniéres équations I'une par
Fautre
dV as
V—V +Rr—R¥ ~ S —8— Rg+ Ry

Or, & cause des neuf relations lincaires (A, (B), (C)
entre les douze inconnues U, V, S, U, V, §,p,q,r,
P g5, le dénominateur de dV deviendra une fone-
tion linéaire de V, et celui de S une fonction linéaire
de S; ainsi, cette équation différentielle sintégrera
par logarithme, et, en passant aux nombres, elle
etablira un rapport constant entre les dénominateurs
pendant la durée du choe. Comme ceux-ci sont pro-
portionnels aux cosinus des angles que le frottement o
fait avec les axes, il en résulte que ce frottement
conserve une direction constante pendant la durée du
cloc.

Cette proposition facilite beaucoup I'introduction
du frottement dans le choe des billes , puisqu’il suffit,
pour avoir sa direction, de la prendre a 'origine du
choc.

Nous allons maintenant considérer ce frottement
dans le choe d'une bille en mouvement contre une
bille en repos.

Nous appellerons toujours W la vitesse du centre
de la bille en mouvement, et Fangle que fait la
direction de celle vitesse avec la tangente au point de
choc.

La direction du frottement sur le plan tangent sc
déterminera comme nous avous détermind celle du
frottement sur le tapis. 11 suffira de se rappeler que
les quantités Rp, Rg, Rr peuvent étre considérées
comme les projections sur les plans coordonnés des
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vitesses de rotation des points situcs sur des grands
cercles paralléles 4 ces plans. Prenons pour axe des
la direction de la tangente au point du choe, c’est-a-
dire cclle de la vitesse W cos. ¢ du centre de la bille,
immeédiatement aprés le choc.

La vitesse de rotation du point on se faitle choc,
en la considérant comme étantsur I'équatenr horizon-
tal, sera en projection horizontale Br; et la vitesse
derotation du méme point, en la considérant comme
située sur un meridien vertical passant par le point
de choc, cest-a-dire perpendiculaire & la tangente
horizontale en ce point, aura pour composante ver-
ticale, en la prenant positivement de bas en haut,
— Rg.

Ainsi, en posant pour abréger

w = V(Rr+ W cos. o)+ (Rg)e,
o = ‘/(Rzl”—{—- Rg*,
Fangle o que fait la vitesse au point de choc avee la

direction de la vitesse W ces. ¢ tangentielle et ho-
rizontale en ce point, sera déterminde par

Rq

w

S, ¢ —

Rr+ W cos. »
coS. « = ,
w

cet angle « sera pris positivement quand il se comp-
tera en dessus du tapis.

Neuws deésignons ict par f' le rapport entre le frot-
tement et la quantité de mouvement qui se produit
au contact.

L'effet du frottement sera de produire sur le centre
de la bille une vitesse horizontale

— f"Wsin.¢ cos. «,
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opposée a la vitesse W cos. g, et une vitesse ver-

ticale
— f" W sin, ¢ ns. «.

Nous ne considérerons pas cette derniére, vu que son
effet ne peut étre sensible sur le mouvement hori-
zoutal. D'ailleurs on verra au chapitre VIII que cette
vitesse verticale ne change en rien la direction de la
marche finale, et qu'en tous cas, on peut déterminer
son influence sur la courbe deerite.
I.e frottement produira en outre des momens de
rotation qui seront : autour de I'axe des z
— f" W sin. o cos. « R;
autour de l'axe des y parallele a la vitesse W cos. @-
+ f" W sin. ¢ sin. 2 R,
La vitesse W cos. g conservera sa direction etdeviendra

W cos. o — fv sin, ¢ cos. «,

et les quantités 2 Rp, 2 R'g, 2 B’r, qui sont les mo-
mens des vitesses de rotation autour des ares, devien-
dront aprés le choc

Rp,

R’g + SR Wsin. ¢ sin. «.

Rir — /R W sin. 5 icos. «.

|

ol e

Ainsi, en appelant W' et Rp', Rg', Rr, les élémens qui
ont lieu apreés le choe, on aura

W' = W cos. v — 7/ Wsin. o cos. a,
Rp'=:hp,
R4 :Rg + " Wsin. gsin. «,
R/ = Rr——f’W sin. ¢ COS. a.
Si Y'on pose pour abréger

W sin, ¢ =B,

Il

)@ W0 tale
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les équations ci-dessus deviennent
W' =W cos. ¢ — B cos. «,

P Rp'=: Rp,
' Rg = 2 Rg + Bsin. «,
i Rri= 3 Rr— B cos. a.

Sil'on désigne par « et v Tes composantes de la vitesse
du centre de percussion supérieur, on aura

—u =% Ry,

Sil'on distingue par des accens les valeurs de « et de ¢
apres le choc , il viendra

U = u——ﬁsin.a,
Vo= vy
et toujours
W' = W cos. 9 — Bcos. «.

En introduisant dans sin. « la relation — ¢ — : Rg,

et dans celle de cos. « la valeur Rr — — 3 f{ qui

@

a lieu aprés un coup de queue horizontal ; on aura, en
signes et en grandeurs, les égalités

R

¥ o
O

h
Weos.o— 3 W, R
cos, & == ,
)

el

w = \/(—'Z.-u)’+ (W cos. y — 3 W, I_/{%)’

a l'aide de ces valeurs, de celle de 8, qui est
B =f’ W sin. L

de celles de W', ' et ¢/, qui sont

W = W cos. ¢ — B cos. «,
u w -~ fBsm. a,
V.

i

!

24
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il est facile de construire tout ce qui se rapporte a la
marche de la bille apres le choe.

Si 'on avaitla longueur § et 'angle o, il suffirait de
diminuer W cos. ¢, ou AB (fig. 19) de §§ cos. 2, dimi-
nution qui se change en augmentation quand cos. «
est négatif; et de modifier AH de maniére que sa
projection v sur AB ne changeat pas, et que sa projec-
tion u sur la perpendiculaire 3 AB diminuat de £ sin. «.
Comme sin. « a le méme signe que «, 1l s'ensuit que
ce sera toujours une diminution qu'il faudra faire su-
bir 4 la grandeur de «, quel que soit son signe.

Il reste done a examiner comment on construira
sin. « et cos. .

D’abord, sile choc a lien apres un coup de queue
horizontal et avant tout autre choc, la vitesse de ro-
tation w du centre de percussion étant dans la direc-
tion de la vitesse W, ou AD de ia figure 20, © u sera
la projection de I w, cest-a-dire de la vitesse AF de
rotation du point supdrieur sur la direction per-
pendiculaire a AB. Ainsi, ; « sera la distance entre
le point F et la ligne AB.

Laquantité W cos.gétantlalongueur AB;sil'on porte
sur AB, a partir du point A, une longueur AC dégale a
I3 , .
TR laquelle est connée en fonction de /s au moyen
;
de la figure 8 lorsque /=R, et sil'on a soin de porter
cette longueur du coté de B s1 2 est positif, et du coteé
opposé si i est négatil, cest-a-dire si le coup de
queue est donné du coté opposé a celui ou se fait le
choc sur la bille adverse ; alors la distance de C a

B, en la prenant dans le sens qui va de C vers B,
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c est-a-dire négative si le point G tombe au dela de B,
sera toujours égale en grandeur et en signe a

, 7
Wcos, o — 3 W, E?:

Ayant les deux quantités * z et W cos. § —
o, , :
* W, i qul forment les numérateurs de sin. « et cos. «,

1l est clair que l'angle o sera celui que fait avec AB une
ligne CK allant de C vers le point K, pris sur Ia per-
pendiculaire BD a AB, a la méme distance de AB que
le point F, c’est-a-dire sur le pied de la perpendicu-
laire FK abaissée de F sur DB. Cet angle, en effet,
sera obtus quand cos. « doit étre négatif, et son sinus
aura aussi le signe de #, c’est-a-dire de sin. 4.

Silon déerit un cercle sur un diamétre DA’ — DA
+ f' DA (fig.20) , qu’on prolonge DB jusqu’a ce cer-
cle, en G; on aura BG=— f" W sin. ¢; cctte longueur
BG sera ce que nous avons représenté par g dans
les formules précédentes. Si donc on fait tourner
BG autour du point B de maniére 4 Pamener en BB’
dans une direction qui de B vers B" soit paralléle a
celle qui va de K vers C, en projetant BB” en B’ sur
AB, la distance AB sera la valeur de W aprés le choc,
puisque 'on aura bien

W=AB = W cos. o — B cos. «,

et cela, quel que soit le signe de cos. .

On aura la nouvelle vitesse AH'en transportant le
point Hen H', et le rapprochant de AB dans une direc:
tion perpendiculaive, et d'une distance HH' égale a
B sin. «, c’est-a-dire a B"B’; puisqu’'on aura bien

¥ = u-— f@sin. .
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On aura donc ainsi les élémens AB et AH’ du mou-
vement de la bille du joueur aprés le choc, en ayant
égard a Veffet du frottement qui sest produit entre
elles pendant le choc.

On doit remarquer que pour avoir la direction fi-
nale HB, on peut, au licu de déplacer les deux points
H et B, conserver le point H; et alors, au lieu d’'em-
ployer le point B extrémité de AB pour tirer H'B’, on
se servira du point B’, puisqu’il est facile de voir que
HB’ est paralléle a H'B'.

Sj la rotation , au lieu d’étre directe , elit ete rétro-
grade au moment du choe, et que w elt change de
sens , auquel cas le point Heiit ét¢ en dessus de A
du coté de D, et le point I en dessous; alors 1l est fa-
cile de voir que la construction devient celle qu'on
voit (fig. 21); BB” y est pris €gal a BG et paralléle-
ment a la direction de KC. Le point B” est celui quil
faut joindre 4 H pour avoir la direction de la marche
finale de la bille du joueur. On aura séparément les
dlémens AB' et AH' aprés le choc, en projetant B
en B sur AB, et en déplacant H de HI'= B"B’ dans
le sens qui va de B” vers B'.

La direction finale pouvant étre toujours tracée par
le point H, et le frottement n‘ayant sur cctte direc-
tion d’autre effet que de transporter Ben B” ;on voit
que ce frottement, quand la rotation est directe et
qu'on est dans le casdela figure 20, a pour effet d'ac-
croitre I'angle que la déviation finale fait avec AD;
et quand la rotation est rétrograde, comme on le
voit dans la figure 21, de diminuer cet angle. Ainsi
son effet en] général est de diminuer I'angle aigu que
fait la direction finale HB avec la direction initiale
AB, cest-a-dire Vamplitude courbe de la parabole.
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On voit aussi par les figures 20 et a1 commeht cet
angle est modifié suivant que le coup de queue est
donne du coté ot se fait le choc sur la bille adverse
ou du c6té opposé.

Au lieu de considérer un premier choc apres le
coup de queue horizontal, comme nous venons de le
faire, sil'on considére un deuxiéme choe salorsles vi-
tesses W et w, au moment du second choc , e seront
plus surlamémeligne; elles se separeront et feront un
certain angle. Cet angle sera DAB de Ia figure15, si Test
le point du premier choc et si la seconde bille cho-
quee est tout prés de la premiére. Si elle est 3 une dis-
tance un peu sensible qui permette aux élémens AF
et AD de se rapprocher; on fera d'abord ce change-
ment comme on I'a indiqué au chapitre précédent o
Pon a traité de ce deuxiéme choc. Ensuite, pour avoir
egard au frottement dans le deuxieme choc, onn’aura
qua employer les constructions préeédentes, en y
laissant & AH une direction quelconque. Alors ,
comme on a toujours

»

) 5 W
SN, ¢ = 2 —
w

H suffira de prendre toujours pour ; z la projection
de ; wou AF ( fig. 22) sur la perpendiculaire & AB.
On voit donc que la construction de I'angle o se fera
d'une maniére toute semblable a celle que nous ve-'
nons d’indiquer.
On ménera F'K, paralléle 2 AB, jusqu’a sa rencontre
h

K avec la corde D'B; en prenant CA=—=° W E sur AB,

la ligne CK fera I'angle « avec AB. On n’aura plus,
pour obtenir T'effet du frottement pour toutes les
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positions du point T’ du deuxieme choc, qua décrire
le demi-cercle D'GA’ sur (1+4- /;) AD’ comme diametre,
ot 3 faire tourner la partie BG de la corde D'B pour
Vamener en BB’ dans une direction parallele et op-
posce a CK. La droite JB" sera la direction de la mar-
che finale de la bille aprés le deuxieme choc.

Si 'on veut séparément les deux élémens AB', AH'
aprés ce deuxieme choc, pour tracer la courbe et la
position de la marche finale; on fera comme précee-
demment, on projettera B” sur AB en B’, puis on dé-
placera Hdune distance I{H = B"F, et dans une di-
rection paralléle & B'B' en se rapprochant de AB: les
vitesses AB et AH' seront celles qu'on devra employer
pour déterminer la courbe décrite par la bille du
joueur apres le deuxiéme choc par suite de l'effet du
frottement des billes.

En vertu de 'équation posée plus haut,

R = 2 Rr — B cos. «,
ou
Rr = Rr — % fcos. a.
On voit que la vitesse horizontale de rotation de J'é-
quateur horizontal, qui ne s'altere pas sensiblement
pendant le mouvement de la bille sur le tapis, sera
un peu changée par l'effet du choc. Elle aura éte portée
dans le sensrétrograde de 2B cos. «, ou de 2 BiY, si cos.x
‘est positif, et dans le sens direct si cos. « est négatif.
Ainsi dans le cas on 'on voudra traiter un deuxieme
choe contre une autre bille, il faudra alors, au lieu
demployer AC (fig. 20 et 21), seservir de AC':]e point
C ayant été ainsi porté de G vers C' dans la direction de
B vers B, et d'une quantité CGC’ égale aux : de la dis-
tance BB
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La bille adverse, immobile avant le choc, marche-
rait toujours en ligne droite en suivant la normale au
confact sans la légére 1nfluenice du frottement entre
les billes pendant le choc. Pour avoir son mouvement,
eu égard a ce frottement, on remarquera que sa vi-
tesse de translation serait représentée par la corde
BD (fig. 23), et que sa vitesse de rotation serait nulle
sil n'y avait pas I'influence du frottement.' Or, en
vertu de ce que ce frottement sur cette bille adverse
est €gal et directement opposé a celul qui se produit
sur la bille du joueur, on aura la marche finale de la
bille adverse en joignant le point D au point B” con-
struit comme dans la figure 20; seulement cette mar-
che se dirigera de B” vers D. Si I'on veut, non pas seu-
lement la direction de ceite marche, mais la‘gran-
deur des ¢lémens W et w apres le choe, pour tracer
la courbe décrite et placer la marche finale, paralléle
a B"D, dans sa véritable position; on prendra B'D pour
la valeur et la direction de la vitesse W du centre, et
B"B’ pour la valeur et la direction de la vitesse de ro-
tation précéedemment désignée par AH, c'est-a-dire la
vitesse de rotation du centre inféricur de percussion
ou, si Fon veut, B'B” pour la vitesse de rotation du
centre de percussion supérieur.

La construction précédente montre quela direction
finale B'D s’écarte de la direction initiale BD d’un
angle qui est trés-petit par rapport a 'angle déja tres-
petit BDB de la déviation initiale. Ainsi, il n'y a pas
de courbe sensible décrite par bille adverse par 'effet
du frottement pendant le choe.

11 est clair que effet du frottement dans le choe ser:
de donner a la bille adverse une vitesse de rotation w
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ou AH égale 4 la variation de celle de la bille du joueur
et en sens contraire de cette vitesse. Ainsi, si 'on vou-
lait considérer Finfluence de cette vitesse de rotation
dans un choe de cette bille adverse, soit contre une
autre bille, soit contre la bande, ilfaudrait la prendre
rétrograde quand celle du joueur est directe, et la
prendre directe quand celle du joueur est rétrograde.

Lorsque la vitesse w est rétrograde au moment du
choc comme dans la figure 21, la méme construction
sappliquera 4 la marche finale de la bille adverse ; elle
sera donnde par la direction de la droite B”D. Dans ce
cas B'D serala vitesse W de cette bille en grandeur et
en direction, et DB’ sera en grandeur et en direction
de la valeur de w, ou la vitesse du centrede percus-
siont de cette méme bille adverse.

St la bille adverse est choquée par la bille du joucur
peu aprés un premier choc, c'est-a-dire quand les
vitesses W et w font un certain angle avant le choc,
comme dans la figure 22 ; la direction finale du mou-
vement de la bille adverse scra donnée par la droite
D'B” de cette figure.

Si I'on veut considérer la vitesse de rotation hori-
zontale Rr de I'équateur horizontal de la bille adverse;
il est clair qu'elle scra égalea 2 § cos. o, ou 4 : BB, et
quil faudra la prendre en sens contraire de bR,
c'est-a-dire qu'on la portera dans le sens de B vers B.

Toutes ces influences du frottement sont trés-faibles,
comme on l'a dit, pour des billes bien polies ; mais il
etait bon de reconnaitre dans quel seus elles modi-
fient Ia marche des billes quand les frottemens ne sont
pas négligeables pour des billes un peu dégradées.

e
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CHAPITRE VL

Du choc contre la bande, soit directement , soit aprés un autre choc.

LExaminons ce qiri arrive lorsque la bille du joueur
vient rencontrer la bande, son centre ayant une vi-
tesse W qui fait un angle ¢ avec cette bande, et les
¢lémens du mouvement de rotation étant Rp, Rg, Rr,
en les rapportant a la bande pour axe des y, et en
prenant les x du cété du billard.

Pour avoir les élémens du mouvement aprés le
choc, nous désignerons par ¢ un coeflicient fraction-
naire numérique, tel que la vitesse normale rendue
par la bande aprés le choc soit représentée par

e W sin. g.
La quantité de mouvement produite par la bande sur
la bille pendant ie choc sera
W sin, ¢ (1 + ¢).
. étant le coefficient de frottement pendant le choc

contre la bande, la quantité de mouvement due a ce
frottement pendant le choc sera

Si(x +¢) Wiin, o,
Soit pour abréger f, (1+4-¢) = f"; celte quantité de
mouvement sera exprimée par
F" Wsin. o.
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Nous indiquerons plus loin le moyen de déterminer
le coefficient f, par quelques expériences sur le bil-
lard.

D’apres ces expériences, nous avons reconnu que f
devait étre pris un peu pius faible que pour le cas de
la simple pression due au poids de la hille dans sa
marche sur le tapis, et quil fallait le porter au cin-
quicme de la quantité de mouvement produite pen-
dant le choc.

En suspendant une bille & un fil et la faisant frap-
per contre la bande ou elle arrivait lorsque le fil était
dans une position verticale, nous avons trouvé, par
une sérle de plus de cinquante expériences pour des
vitesses , depuis 0,20 par seconde jusqu’a 7,00, que le
coeflicient ¢ restait assez pres de 0,55, 11 se tient a
0,60 pour de faibles vitesses ; il baisse ensuite un peu
et sc réduita 0,50 pour la vilesse de 7,00. La marche
de sa valeur, par rapport aux vitesses, est représentée
sous la figure 33 bis, ot la courbe qui est tracée a pour
abscisses les vitesses W du choe normal, et pour or-
données les vitesses rendues parla bande, c’est-a-dire
les valeurs de ¢ W.

Comme,, d’aprés les formes des bandes, le point de
choc setrouve a peu pres a la hauteur du eentre des bil-
les, la direction du frottement se déterminerapar 'an-
gle & que fait la vitesse au point de choce avecla direc-
tion dela bande du c6té de la composante de la vitesse
de la bille dansle sens de cette bande ; on le prendra
positif en dessus du tapis et négatif en dessous. Sin. «
et cos. 2 s'expriment ici comme dans le cas du choe
de deux bilies. Ainsi ¢ étant I'angle que fait avec la
bande la vitesse W de la bille avant le choe , et 1 etant
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lavitesse de rotation du centre de percussion supérieur
projetée sur une perpendiculaire 4 la bande, et Rr
étant toujours la vitesse de rotation horizontale des
points de I'équateur horizontal ; on aura

W cos. v 4+ Rr

cos., o = »

(3]

) u
sm.o::]{gz—-—

art

B2

r

w ctant ici une abréviation rdsultant de I'équation

o = ‘/({;— u;? 4+ (Wcos g+ Rr)

En désignant comme a Pordinaire les élémens du
mouvement avant le choc par U, V, Rp, Rg et Rr, et
ces ¢lémens aprés le choc par U”, V', et Rp’, R et Rr,
et prenant pour axe des y ou des 'V la direction de la
bande du c6té de la vitesse avant le choc, et pour
axe des x ou des U positifs la perpendiculaire a la
bande du c¢6té du billard ; on aura

U = —:Wiin. o,
V' =W cos. ¢ — ' W sin. » cos. z,
et
: Rp' =1 Rp,
: Rg" =2 Rg + /" Wsin. gsin. e,
tRY =32 Rr— f" Wsingcos «,

En 1ntroduisant les composantes de la vitesse du
centre de percussion , que nous avons désignées par u
et v, et qui ont avec Rp et Rg des relations

l

v =—2 Rg,
v = 2 Rp;
o1l aura
w =u— " Wsin. ¢ sin. «,
v o=,
RY =2 Rr— /" Wsin. v cos. o,



( 138 )

En posant comme précédemment f” W sin. ¢ = g,

OIl aura
U'=—¢ Wsin. ¢,
Y = Wcos ¢ — f cos. «,
u':u—-—ﬁsin. %,
v =v,
R'7 = Rr—Z £ cos. =.

S1 Ton avait U'=o0, ces équations rentreraient
tout-a-fait dans celles qui ont donné le mouvement
apres le choe de deux billes parfaitement élastiques;
il 'y aura donc d’autre modification & faire aux cons-
tructions qui ont été expliquées dansle chapitre pré-
cedent, que de donner en plus a la vitesse initiale de
translation de la bille aprés le choc une composante
¢ W sin. ¢ perpendiculaire a la bande et dua coté du
billard.

Ainsi, apres avoir tracé la direction incidente AD
(fig. 24), on abaissera la perpendiculaire DO a la
bande, on la prolongera du cété du tapis d’'une quan-
tite OB = < DO; DO ctant ici la vitesse W sin. g, il
sensuit que AB sera la vitesse que prendrait la bille
apres le choc sans V'influence du frottement.

Si le choc a eu lieu aprés un coup de queuc hori-
zontal est sans que la bille du joueur ait rien choqué
auparavant, le point H sera sur la direction de la vi-
tesse AD ou du c6té opposé st la rotation est directe.

Pour avoir le mouvement apres le choe, il suffira
de modificr les vitesses AB et AH en raison du frotte-
ment contre la bande, absolument comme nous avons
mdiqué qu'on devait Tes modifier par l'effet du frotte-
ment dans le choe de deux billes.

On prendra sur AD la distance AF — ¢ w =1 AH
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du coté opposé au point H; par le point F on ménera
la ligne FK paralléle a la bande, et par le point D la
ligne DK perpendiculaire & cette méme bande. En por-
tant la longueur Rr ou: W, " de A vers C st & est
positif, et du c6té opposé si % est négatif, et joignant
G et K; la droite CK fera 'angle « avec la bande.

La quantité BB’, dont la grandeur doit étre portée
dans la direction paralléle & KC, est égale af (14 ¢)
W sin. ¢, cest-a-dire qu'elle sera la fraction £, de la
longueur DB. Prenant done BB” = £ DB, et dirigeant
BB" parallélement 4 KC, on aura le point B” par lequel
devra passer la direction finale quand on la fera par-
tir du point H.

S1 Ton veut avoir non-seulement la dirvection de la
marche finale, mais la position ainsi que la courbe dé-
crite; 1l faudra construire séparément les élémens
- AB' et AH, qui ont lieu aprés le choe, comme lors-
qu’il s'agissait du choc entre deux billes.

On projettera B” en B’ sur BB paralléle 4 la bande
(/fig-24 et 25); AD' sera la vitesse W aprés le choc. En
déplacant H d'une quantité HH’' égale a B"B/, et dans la
direction qui va de B” vers B, c'est-a-dire qui se rap-
proche de la bande perpendiculairement, AH sera la
valeur de w apreés le choc. On aura ainsi, au moyen
des éléemens AB' et AH', tout ce qui concerne la
marche de la bille apreés le choe.

Quand la bille arrive contre la bande dans son état
final de roulement, le point I tombe sur le point D;
alors la construction devient cellede lafigure 26.51 en
meme temps la queue a frappé au centre de la bille, le
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point C reste en A, alors la construction devient celle
de la figure 27, ou CK se confond avee AD.

S1le choc a lieu lorsque la vitesse de rotation est
rétrograde, les points H et F échangent leur position.
La construction devient celle de la figure 28; la di-
rection de HB” ou de la paralléle H'B' est celle de la
marche finale, et AB" et AIl' sont les directions et les
grandecurs des élémens W et v aprés le choc.

On doit remarquer aussi que 'élément Rr avant le
choc, ou AC sur les figures précédentes, se modifie

5

par U'effet du choe et qu’il devient Rr— £ cos. « Ainsi
la nouvelle valeur AC a employer dans un deuxiéme
choc contre la bande sobtiendrait en déplacant le
point C en C' d'une grandeur CC' = : BB, et dans le
sens oppose a cos. «, ¢'est-a-dire dans le sens de B vers
B ou de O vers C..

Dans le cas o1l 1a bille du joueur vient d’en choquer
une autre avant de frapper la bande, et que la distance
entre cette bille adverse et la bande est assez petite
pour que les élémens AB et AH n’aient pas repris leurs
valeurs finales; alors, au moment du choc contre la
bande, les ¢lémens AB et AH ( fig.29) ne sont plus sur
la méme ligne, ils font entre eux un certain angle. En
se reportant a ce qui a ¢té dit pour le choc de deux
billes, on verra qu'en désignant par « la projection
de la vitesse du centre de percussion supérieur sur
une perpendiculaire a la bande, on a toujours

w >

S N

h
Weos.o— I W —
COS tlD 2 I _l{

COSQ [ S >

O
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» etant la valeur de
\/(-;‘- i) A (VV cos. ¢ — £ W, %)

On construnira évidemment ces valeurs comme dans
le cas précédent, a cela prés que la ligne FK, paralléle
a la bande, partira du nouveau point F, extrémité de
la ligne AF = > AH et portée dans la direction oppo-
sée a All.Le reste de la construction sera en tout sem-
blable aux précédentes. Dansle cas ot la vitesse de ro-
tation est rétrograde au moment du choe,on modifiera
la construction comme on le voit dans la figure Jo.

Il est facile de voir que les marches aprés le choc
conduiront a des droites, et que les courbes disparais-
sent si au moment du choc la vitesse w ou AH est
nulle.

La figure 31 montre uneapplication d'un deuxieme
choce contre la bande, aprés un premier choc contre
une bille. Elle suppose que le coup de queue a été
donne a gauche et assez haut pour qu'au moment du
choc contre la bande, les élémens sotent AD—=W et
AH —w. On voit par la construction de la marche
finale et du point L, extrémité de la courbe, que la
bille du joueur vient ricocher contre la bande.

En prenant en considération les résultats de ce cha-
pitre, on peut déterminer par expérience le coeflicient
f. du frottement dans le choc contre la bande, st 'on
a déja le coefficient .

Pour cela il suffira de jouer contre la bande
bien perpendiculairement, en donnant le coup de
coté et a la hauteur du centre, et en placant la bille
assez prés de la bande pour qu’elle y arrive a I'état
de glissement. Si le coup de queue se donne un peu
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loin de la bande, il suffira de frapper la bille un peu
en dessous du centre pour qu'elle arrive a I'état de
glissement au moment du choc. En appelant ¢ l'angle
que forme la marche au retour avec la normale & la
bande, il est facile de voir, soit par les formules, soit
par les constructions, qu'on aura

tang. y = f, -(-ITM-)-

Cette tangente sera donnde par expérience en exami-
nant le point ou la bille revient toucher la bande
opposee. Ainsi, connaissant ¢, on tirera de 1a la valeur
de f. Comme il est assez difficile d’étre siir que la bille
est arrivée contre la bande a 'état de glissement, on
répétera le coup de queue un grand nombre de fois,
et l'on observera chaque fois la tangente de l'angle \
avee la normale. Or, comme ¢ varie assez pour diffé-
rentes vitesses, on se trompera trés-peu en le regar-
dant comme constant pour les différens coups qu’on
aura donnés avec I'intensité la plus constante possi-
ble : tang. ¢ n'aura donc varié qu'en raison de la ro-
tation horizontale, c’est-d-dire de la valeur de w. Mais
comme tang. ¢ prend son maximum pour w = o, ainsi
que le montrent les constructions indiquées dans ce
chapitre, il s'ensuit qu'en observant ce maximum
parmi un grand nombre de coups, on aura alors

I
tang. ) = f, L-Tj),

ce qui donne f; au moyen de c. C’est ainsi que jai été
conduit & prendre £, — o,20.
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CHAPITRE VIL

Cas particulier olt il faut modfier les formgles et les constructions
relatives a leffet du frottement pendant le choc.

Lorsque le point de la bille du joueur qui vient
choquer, soit une autre bille, soit la bande, 4 une vi-
tesse propre dont la direction fait avec la normale au
pomt de choe un angle inférieur a une certaine limite,
alors les phénomeénes de mouvement changent de na-
ture. L'effet du frottement pendant le choc n'est plus
de produire une quantité de mouvement dans le rap-
port constant f, avec la quantité de mouvement qui
s'est produite normalement au point de contact entre
les deux corps; mais de forcer le pointdela bille mo-
bile qui est venue toucher 'autre corps aadhérer a ce
dernier, et a ne s'en séparer que par rotation et non
plus par glissement. Dans ce cas le frottement doit
étre assimilé & une quantité de mouvement capable
d’annuler la vitesse tangentielle an point de contact.

Pour calculer cette quantité de mouvement, dési-
gnons-la par Q; désignons par S la petite vitesse verti-
cale que prend le centre de la bille par I'effet du choc,
vitesse que nous avons négligée dans les calculs
précédens , comme n'influant pas sensiblement sur la
marche de la bille, mais qu'il faut considérer ici. Re-



( 144)

presentons toujours par V et U les autres compo-
santes de la vitesse du centre dans le sens de la tan-
gente et de la normale au point de choc; par W la
vitesse résultante de Uet de 'V, et par Fangle que W
faitavec la tangente. Désignons par p.q,r, U, v, §,
les élémens du mouvement aprés le choc rapportés
toujours a la direction de la tangente an point de
choc pour axe des y, nous aurons, en désignant
tonjours par M Ja masse de la bille

i Rp =3 Rp,

: Ry = 2Rg + R %—sin.a,
:Rr=2Rr — R -I%cos. @,
Vi =W cos. 3 — B oS«

S = — i SUN. e

Pour que la vitesse tangentielle au point de choe soit
nulle, il faut qu’on ait
V 4+ R =0,
. Nl —Rg' =o,
ce qui donnera
ﬁQf cos. o = > (W cos. o4 Rr),
et

— sin. .:z_—_-—%Rg

M

;

Rg étant rapporté ici a la tangente au point de choc
pour axe des y. Or, les deux membres de ces deux
¢quations sont des vitesses qui sont préeisément les
numerateurs des expressions qui nous ont servi i

: , , )
construire cos. « et sin. «: leur I’ESllltaHtE"l-\%. est donc

-
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representée par les > de la distance CK dans toutes les

figures qui se rapportent aux effets du frottement , soit
avec la bande soit entre les billes.

Mais puisque cette rcésultante % suffit pour retenir
le point de choc et pour 'empécher de glisser, il n'y
aura pas glissement toutes les fois qu'on aura pour

le choc contre la bande

_}“,(l-—l—a)\Vsin.:;;}-g,

1L
c’est-a-dire
S (i +e) Wsin, 97> 2 V(W cos. o 4+ Ir)2 4- Rogo.
En se reportant aux figures de 24 a 30, la condi-
tion ci-dessus devient
BB > : CK.

Ainsi, a partir du point oti cette inégalité est satis-
faite, au lieu de prendre la distance BB” égale a
Si{142¢) Wsin. o,
on prendra

BB" = : CK.
Ceci sapplique au choc entre les billes comme au
choe contre la bande; ce sera la longueur BG = BB,

dans les figures de 22 4 23 qui devra étre prise égale
a > CK toutes les fois qu'on aura

: CK < BG ou BB".

10
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CHAPITRE VIl

De Veffet du coup de queue incline.

Lorsoue I'on donne 4 la queue une nclinaison par
rapport au tapis, il se produit un double choe, I'un
entre la queue et la bille, autre entre la bille et le
tapis. Il faut avoir égard a ces deux chocs simultanés
si l'on veut déterminer le mouvement de la bille.

Nous nous reporterons ici i ce que nous avons dit
au commencement du deuxi¢me chapitre sur la
direction de la quantité de mouvement due au choc de
la queue, et nous la prendrons par conséquent dans
la direction méme du choc, c'est-a-dire de I'axe lon-
gitudinal de la queue.

Nous appellerons ligre due choclaligne mence parle
point ot la queue frappe la bille dans la direction de
I'axe de la queue, et plan vertical du choc le plan ver-
tical mené par cette ligne du choc.

Nous poserons les notations suivantes :

Q, quantité de mouvement due au choc de la queue
dans la direction de I'axe de cette qucue. En repre-
sentant par W, la vitesse que prendrait le centre de
la bille sous le méme coup de queue donné au meéme
point si le choc contre le tapis ne modifiait pas cette
vitesse; on aura Q=MW .



(147 )

u, angle que fait la direction du choe avee le plan
du tapis.

Ii, distance horizontale entre le centre de la bille et
le plan vertical du choe : cette quantité étant positive
quand ce plan sera a droite du centre, et négative dans
le cas o1l il sera a gauche. ‘

k, la distance entre laligne du choc et horizontale
menée par le centre perpendiculairement au plan
vertical du choc : % étant positif quand la ligne du
choc tombe en dessus de cette horizontale, et négatif
quand elle tombe en dessous.

F, la quantit¢ de mouvement due au frottement
entre la bille et le tanis pendant le choc.

U.V, p.g, r,les ¢elémens ordinaires du mouvement
de translation et de rotztion de la bille apres le choc.

La vitesse au point d’appui a pour composante
suivant les axes,

U+Rg,, et V.—Rp,.

Cette vitesse, que nous désignons par @, aura pour
valeur

o, = V(U ,+Rqg, Y+ (V,— Rp,).

Les momens de la quantité de mouvement Q autour
des trois axes seront :

Autour de 'axe des & Qf,
Autourde I'axe des y — Q#h sin. p,
Autour de 'axe des z — QF cos. p,

en prenant toujours comme positifs les momens des
forces ou quantités de mouvement qui font tourner

de gauche a droite autour des axes du c6té des coor-
données positives.
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Les momens du {rottement F au point d'appui se-
ront :

Autour de l'axe des x + FR (L_:—E!i) ,

U + Re
Autour del'axe des ¥ — TR (—-Ljﬂ> ,
Autour de I'axe des % 0.

En employant icile principe sur I'équivalence cntre
les quantités de mouvement dues aux forces motrices
et aux vitesses qu'elles produisent, nous aurons
U, + Ry, R

Q]

MU, = —
(V.— Rp)

MY, = . U ’
.= Qcos. v 5 r,
V,—h
(A)  3MRp.=Qk+TFR (———)—f-’—)
Lo
T
: D‘[R’(li: -——Q 2 sin. [J,—FPL M ;

9]

> MR2r, = QL cos. p.

On w'écrit pas ici I'équation qui se rapporte a la
vitesse verticale de bas en haut que pourrait prendre
la bille par I'élasticité du tapis. Cette clasticité est as-
sez faible pour qu’on puisse uégliger la vitesse qu'clle
donnerait pour les coups de queue ordinaires lorsque
l'angle n'est pas teés-grand ui ie coup tres-fort. Mais
au reste, sila bille ressaute, les vitesses U 'V p q, r
se rapporteront a 'instant oti elle retombe sur le plan
aussi bien qu’a I'instant ou elle le quitte, puisque dans
I'intervalle ces quantités n'auraient pas changé. Il n’y
aurait d’autre effet de I'élasticité que 'augmentation
du frottement pendant le choc, puisquil est en
rapport avec la quantité de mouvement perdue par
le choc vertical. Mais comme on va voir que l'inten-
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sité¢ du frottement n'a pas d'influence dans les prin-
cipaux résultats que nous allons donner, 1l s’ensuit
qu'il en est de memede 'élasticité du tapis qui rendrait
une ccrtaine quantité de mouvement vertical a la
bille. Ainsi le seul effet de cette ¢lasticite, si elle fait
ressauter la bille, serait de changer un peu les coor-
donnes de départ qui ne devraientse compter que du
point ou elle est quand elie retombe, et de modifier ce
qui dépend spécialement de Nntensité du frottement
pendant le choc. L'expérience montre que ce ressaut
n'est passensible dans les coups de queue d’'une inten-
sité ordinaire , quand on ne tient pas la queue trés-
inclinée : ainsi nous en ferons d’abord abstraction
pour traiter les effets des coups de queue ordinaires.
Queique les équations (A) ci-dessus paraissent du
second degré a cause duradical @, cependantles valeurs
de U, V, p. g, devienpent trés-simples @ les calculs
montrent qu’elles s'obtiennent en substituant dans
U+Rg, , V—HRp.
e hep
G ),
que seraient ces quantités s’il n’y avait pas de frotte-
ment sur le tapis; ¢'est-a-dire en y substituant

les fractions pour U,V.p, et g ,ce

. Q
— 7 — .
U=o0,V,= i s
Q % Q Zsin, Q M#Z cos. u
=3~ Ry — i 08 Rp—n X PR
Rp=iyw M=y r M=y TR

On arrive a ce re¢sultat en tirant d’'abord les cinqg in-
connues ci-dessus en fonctions de @., et substituant
dans I'équation

o) = (U +Rq)+(V,—Rp),

laquelle donne la valcur de 6, :
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- ,
Si I'on pose pour abréger

P:Jﬁ"’—{u (% R(.‘O:s.lu..—]f )z’

sin.

on obtient les valeurs suivantes des 1nconnus,

F L
U =+ =-
: "i"}“ P,
e @ T (R i)
M ) M p Sin. g

_,QK [ F (2R cos. p— &)
(B Re=imE*in s

Q Asin.g  _F R

»

Rg —-— &80 8 " O ,
7 MR M7
. Q hcos.p
Rro=—In"x

Au reste, on n'aurait pas besoin de cette résolution
pour prévoir ces valeurs. 1l aurait suffi de remarquer
que le frottement ne sc développe que par Feffet du
mouvement déja commencé; il doit prendre d'abord
la direction qui résulte des valeurs que prennent les
U+Rg V— Rp
,et
©
valeurs qu'auraient ces quantités sans l'influence du
frottement : et comme il est facile d’établir qu'il ne
change pas de direction pendant la duree du choe, 1l
s'ensuit que la quantité du mouvement totale qu’il
produit, décomposée dans le sens des axes sur le tapis,
donne bien les valeurs

en donnant a UV p g les

rapports

p URg) | (V—Rp)
® &)
ou bien
¥ hsin. u t F(?Rcos. pL—K).

psin. p psin. it
Veici comment on peut démontrer qu’en effet le frot-
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tement ne peut changer de direction pendant la
durée du choc.

Désignons par r la force produite par la queue, et
par 5 celle qui se produit pas le frottement contre le
tapis; nous aurons par le principe général de dypna-
mique,

_dU (U + Rq)
1\ —-=—~CP——‘—“'““:
dt O
%_—__?(_L_S_E_@—{—WCOS.‘:L,
— R
%MR’Q:W’{-—{-R(F(V P),
dt e
2 MR® -[—{g — — =« h sin. ;.L—Rw ws
de ' ©
2 MR %—: = — 1 k cos. w,

Les quantités &, 2 et » ne changeant pas sensible-
ment pendant la durée du choc, on pourra intégrer
en les regardant comme contantes.Si I'on prend done
les intégrales a partir du commencement du choe,
c’est-d-dire a partir de I'instant ot toutes les vitesses
sont nulles, et jusqu’a la fin du choc, lorsqu’on a
U=U,, V=V, p—=p,,g=gq,,r==r,; on aura

MU, = — [ (.U_E_Ifi) dt
U —
WIV;="—‘f?'(-——é~“I*{—'Edf,

»lw

MR'p, = kfndt+R fo W"(;_—Rf” dt,

(U+Rg)
@

de,

i

:MPL’gI = —hsin.p frdt—R fo

el

MR*r, = — hcos. p [ dt.

Pour que ces équations apprennent quelque chose,
c'est-a-dire qu'elles donnent celles qu’on emploie or-



( 152)
dinairement commeapplication du principede d’Alem-
bert; ou, en d'autres termes, pour démontrer que ce
principe a lieu en calculant la direction du frotte-
ment comme étant celle de la vitesse de glissement
au point d’appul & la fin du choe, il faut montrer
quon peut remplacer les intégrales

U+ R
f?.(_,...__i(_;___,{z_)d[,

o)

U, + Rg, ‘/‘? dt,

©

V'_fRP' f? de;
@)

U+Ryg ot V—Rp

par les quantités

, restent

c’est-a-dire que les rapports
constans pendant la durce du choc : si cela n'était
pas, on ne connaitrait nullement le rapport qu’il y
a entre les intégrales ci-dessus, et par suite le prin-
cipe de d’Alembert n'apprendrait rien pour la solu-
tion de la question.

Or, par la forme des équations différentielles ci-
dessus, on reconnait quelles admettent comme in-
tegrale la relation

A étant une constante qui doit étre déterminée con-
venablement.

En effet, cette equation satisfait aux conditions
nitiales, Us==o0, V=0, p=0,g=0: deplus,enla
différentiant, on a

dU +Rdg = A (dV — Rdp).
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En substituant ici les valeurs de dU, dV, Rdp,
Rdg tirées des équations ci-dessus, on a

, ¢ (U+Rg) , = Asin.p ,o(V—Rp) = X n-/f)
“ir e i A (I PR )
Or, en prenant
— b sin. B
A= 2Rcos.p—FK”

Cette équation se reéduilt a
U+ Rg=A(V— Rp).

Clest la relation méme d'ou 'on est parti; ainsi elle
est une intégrale des équations différentielles du pro-
bléme. Cette intégrale est bien dans la solution dy-
namique de la question. Car on prouverait facile-
ment quil n'y a pas deux solutions analytiques a
partir desinitiales U=0 V=0 p=0¢ =0 r=o0, parce
quil n'y a pas de solution singuli¢re pour ces ini-
tiales.

U+hyg
V—Rp
pendant la durée du choc, il en est de méme des rap-
ports

Ayant établi que le rapport est constant

U+RgetV——Rp

B O

puisque l'on a
@ = VU +Rgy + (¥ — Rpr.

Ainsi on peut mettre dans ces rapports, soit les pre-
miéres, soit les derniéres vitesses qui ont lieu pen-
dant le choc et les faire sortir des intégrales ; on aura
ainsi
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Ul + Rg[

MU, = — [ede,
MV,:COS.yf’ndt—(VI—_G;R’&)ftpdl,
*MRp, =K frdt + R Q'TL:,E&) Sedt,
! MRg, = — hsin. o f=dt — R SI—J—%E—?—-) S[qdt,

:MRr.=  hcos.p fndt

On voit donc que les équations ordinaires fournies
par le principe de d’Alembert se trouvent justifiées.
Les quantités fo d¢, S dt sont ce qu'on appelle les
quantités de mouvement dues au choc de la queue et

au frottement.
U4+1R V—Rp

Les rapports 5 et 5 restant constans
pendant le choc et ayant les valeurs qui résultent de
U+Rg = — hsingp

V;'Rp —‘ j}_R cos.y—K’

1l s'en suit quau lieu deremplacer U V p g dans les rap-
U+Rg V—Rp
Q)
les valeurs constantes et connues de ces rapports telles
quon les déduit de I'équation ci-dessus, ce qui fournit
précisémentles équations (B) trouvdes par la résolu-
tion des équations (A).

Nous simplifierons un peu ces équations (B) en
posant fz dt ou bien Q=MW ¢'est-a-dire en appelant
W, la vitesse que prendrait le centre de la bille par
I'effet du méme coup de queue si le tapis ne modifiait
pascette vitesse. Nousdésignons parf; lecoefficient par
lequel il faut multiplier la quantité de mouvement
normale au tapis pour obtenir celle qui est due au

ports

par U, V, p, ¢. on pcut mettre
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frottement, ce qui reviendra a poser f¢ dt ou =
S MW, sin. .. Nous aurons ainsi pour les valeurs (B),

B
U, = f W, sin. p —

21 u—K
Vlz‘VIcos.y——f,W‘(’{cosy )

b

P
2 R cos. p—K
©C) tRp, =W, £ 4 pyy GRoosp—K)
R p
h
%th—_—_-—— W_ sin. é— —f, W sin. p — ,
"R p
“ /3
%R!’I:——WICOS.F-i-

Sile coup était assez incliné et le tapis assez élastique
pour que labille ressautat un peu apreés le coup, il fau-
drait considérer la vitesse verticale rendue aprés ce
choc; en la désignant par S, et représentant par ¢ la
fraction de la vitesse normale au tapis qui est rendue
apres le choc; on aura

S=sW,sin.p

Le coefficient £, devra alors étre changé en £ (14 ¢).

Deplus, on doit remarquer que les élémens UV pgr
qui ont lieu immeédiatement aprés le choc au mo-
ment ou la bille ressatite et quitte le tapis, n’éprouve-
ront aucun changement tant qu'elle sera en l'air, et
quau point ou elle retombera elle possédera ces
meémes ¢lémens de mouvement. I suffira done de les
appliquer au point ou elle retorzbera, en ayant égard
au nouveau choe quil se produit, pour connaitre de
meme la marche de la bille a partir de ce point.
Il n’y aura d’autre modification dans les constructions
quon indiquera plus loin pour avoir la marche a
laide de ces élémens, qu'a les faire partir du point
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du tapis ou la bille retombe. Ce point sera sur la
résultante de U, ct V,, direction dont nous donne-
rons plus loin la construction.

Lorsquon veut seulement obtenir les vitesses finales
designées par U, 'V, p g, r dans le premier chapitre, et
examiner quelle direction suit la bille dang la marche
finale, on 1w’a pas besoin de connaitre les valeurs
des termes qui dépendent du frottement. En effet,
on a trouve

U, =z(; U —Rg,),
Y,=:0G V. +hp).

Or, en mettant ici les U, et V_tels que les four-
nissent les premiers membres des équations (A), on
voit que tous les termes dépendant du frottement
disparaissent, et 'on trouve alnsi

. Q hsin. v
U2 =S e e ’
"M R
, , Q TReos.up k
\’2 = - = .
T M R

Ces valeurs subsisteront quand méme la bille res-
sauterait par I'clasticité du tapis, car celane changera
en rien les formes des valeurs des vilesses initiales
U, V., Rp, Rg, Br: il n’en résulterait qu'une aug-
mentation aans le frottement; mais comme il dispa-
rait dans U, et V_, ces quantités n’en sont nullement
modifices.

La quantité R cos. p + A n'est autre chose que la
perpendiculaire abaissée du point dappui de la bille
sur le plan passant par la ligne du choc, et par 'ho-
rizontale perpendiculaire & sa direction; ou bien en-
core c'est la distance entre cette ligne du choc et 'ho-
rizontale tracée par le point d’appui perpendiculaire-
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ment & sa direction. Si nous désignons par /, comme
nous 'avons déja fait, Ja hauteur ou la ligne du choc
vient percer le plan vertical des xz, c'est-a-dire celu
qui est mené par le centre de la bille perpendiculaire-
ment au plan vertical du choc; on aura é¢videmment

R cos. u + k=1 cos. p.

2

Les expressions ci-dessus pourront done s'cerire
ainst qu’il suit:

U,=: h sin. o W,
{ cos. u

V = - I ‘V -

2 a R ¥

Ces valeurs renferment plusieurs consequences re-
marquables sur les effets du coup de queue.

Pour que la bille marche en ligne droite et ne dé-
vie pas, il faut que 'on ait V,=o, ce qui exige qu'on
ait ou p=—=0, on h==0. Ainsi,

La bille wira en ligne droite, dans la direction de la
queue , qu'autant que cette direction sera horizontale ;
ow bien, si eile ne Uest pas, quautant que le plan ver-
tical du choc passera par le centre de la bille.

La bille ira toujours en ligne courbe toutes les fois
que la queue ne sera pas horizontale, et que le plan
vertical du choc ne passcra pas par son centre.

Le signede U, indique de quel coté la bille marchera
dans son état final par rapport au plan vertical mené
par son centre dans la direction du coup de queue.
Or, ce signe de U, ¢étant le méme que celui de A, 1l
sensuit que, toutes les fois qu'on tient la queue incli-
née et que le plan vertical die choc ne passe pas par
le centre de la bille, celle-ci décrit une ligne courbe
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qui se seépare de la direction du choc, en se portant du
cdte ou est situé le point du choc, ou en termes plus
abrégés, que la bille se dévie de la direction du choc
en se portant dw cité ot elle a été Sfarppée.
La tangente de 'angle ¢ de la déviation finale de

la bille est égale au rapport des vitesses finales %’

1

ainsi on aura
/i tang. p

'}

S
tang, w =

On pevt voir ce que représente cette expression en
considcrant le point R, (fig. 34), ot la ligne du choc
vapercer le tapis. Dans cette figure, la partie supé-
ricure est une projection sur le plan vertical du choc,
et la partie inférieure une projeetion sur le tapis. Les
cercles représentent la bille dans une proportion
agrandie par rapport ala longueunr que nous indique-
rons plus loin comme représentant la vitesse W..

La distance 2R du point R a celui oa le plan vertical
du choc PR coupela perpendiculaire A% a sa direction
tracee surle tapis par le point d’appui A,a pour valeur

l
tang. u

rR =

De plus la distance A% sur la figure 34, est la quantité
h, ainsi on a

AR % tang. u

A= 7 = tang. .

Ainsi, I'angle ¢ de la déviation finale est précisément
celut que fait AR avec la direction AB. La ligne AR
est donc paralléle 4 la marche finale de la bille.

On arrive donc a cette conséquence fort simple :
que la direction finale du mouvement de la bille est
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paralléle a la ligne qui va de son point d'appui au point
ow la ligne du choc perce le tapis.

En vertu de ce théoréme, la bille finirait par reculer,
Cest-a-dire par revenir en sens contraire de la direction
primitive de la vitesse de départ si la ligne du choc per-
cait le tapis en deci du point d’appui. Dans ce dernier
cas, ainsi que nous le ferons voir plus loin, il n'est
pas possible ordinairement que la conclusion c1-dessus
soit applicable, parce qu'elle suppose que la queue
ne touche plus la bille aprés le choc, circonstance
qui n’aura pas lieu si le coup est tres-incliné et ne
frappe pas un peu bas assez prés de I'équateur ho-
rizontal, ou si le joueur ne met pas une grande
adresse & retirer la queue aprés le coup. Clest ce que
nous développerons un peu plus loin.

Pour avoir la position de la ligne que suit la bille
dans son état final, il faut connaitre 'amplitude de la
courbe décrite; c’est ce que nous allons chercher
maintenant.

Mais ici, ce que nous trouverons dépendra, bien
entendu, des coefficiens du frottement /; et /, soit pen-
dantle choc, soit apres le choe.

Tl faut remarquer que s'il y a élasticité, la quantité
de mouvement verticale ou l'intégrale des pressions
sur le tapis sera plus grande que MW, sin. »; elleserait
2» MW sin. pour une élasticité parfaite (1). Dans ce cas,
on aurait 2 £ MW _sin. u pour la quantité de mouve-

(1) I! est bien entendu que par élasticité du tapis, on entend
seulement la propriété de rendre une vitesse verticale sans que cette
propriété tienne uniquement a l'élasticité moléculaire de la matiere

du billard.
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ment due au frottement; mais dans la réalité, a cause
du peu d’élasticit¢ du plan du billard, il ne faudrait
prendre que f; MW, sin. , /. étant peu différent de
0,20, valeur que nous avons irouvee pour le choc
contre la bande.

Reprenons les valeurs (B) précédemment trouvées
pour les élémens U V, Rp Rg, Rr, en supprimant
maintenant comme inutiles les indices en bas de ces
¢lémens; nous aurons

;
U =/ Wsinp =,
;

V =W cos. p — f, W, sin. p iR CO.S. bk
p sin. p
_ k 2R cos.u— £
; 2 — W W sin. p 2 ‘
(&) %RP 'R+f o S0 g psin.lu
_ hsin.u . /
tRg = —W, 4 AW, sin.u—,
R p
SRy —— W I cos. u

La distanece p est donnee par

k— 2 R cos.
p == J’l’—!—v[ - i lu.].

sin.

Il est facile de voir, ( fig. 34), que N étant le cen-
tre de percussion supérieur de la bille, c’est-a-dire
le point situ¢ au-dessus du centre O a une hauteur
égaleaZR, sil'on meéne un plan horizontal par N jusqu'a
sa rencontre en P’ avec la ligne du choe, la distance
P'N en projection verticale, qui dans ce plan va du cen-
tre de percussion N & ce point P, et qui est égale &
sa projection AP sur le tapis, sera précisément la
valeur de la quantité p ci-dessus; ainsi on a

o == AP,
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De plus, si T'on désigne par y 'angle que fait la di-
rection de cette ligne » ou AP avec la direction AB
du plan vertical du choc, en la prenant de A vers B;
on aura

k— % R cos. p

psin. &

cos. y =

i h
sin. ¢ = —,
P

En itroduisant ainsi p et I'angle y dans les formules
ci-dessus, et posant pour abréger
$ = f, W, sin. g,
on aura
U= dsin.y,

YV = W, cos. p+ ¢ cos. vy,

»

%
Rp= W,= — dcos.y,

o

:Rg=—W, S‘E £+ dsiny,
/3
% RP:—-W‘ -R_ COs. .

Pour conrnaitre la courbe décrite par la bille, il fau-
dra trouver d’abord la vitesse initiale AB qui est la
premicre tangente a cetfe courbe, c’est-a-dire larésul-
tante de U et de V. Pour cela on portera de B en B’
dans la direction BB qui fait'angle v avec AB , c’est-&-
dire dans la direction de AP, une longueur BR' = §—
S W _sin. p.On aura cette longueur £ 'W sin. penpro-
jetant sur la verticale la longueur £/ W — £ DB—BS,
ce qui donneraf, W, sin. .= BG ; onreportera cette
projection BG de Ben B, et joignant A et B, on aura
la vitesse initiale AB"apreésle coup de queue.

Connaissant déja , par ce qui a été donné ci-dessus,

la direction AR de la vitesse finale, il suffira pour
Il
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construire la courbe décrite par la bille, de trouver
lagrandeur AE de cette vitesse finale, et de se reporter
ensuite & la construction de la figure 1, o11 I'on peut
tout conclure des vitesses AB et AE.

La direction EB' est celle de la vitesse du point
d’appui, c'est la direction FB de la figure 1; elle est
donnée par les rapports des composantes de cette vi-
tesse. Ges composantes sont,

U4 Rg, V—Rp.
Elles deviennent par les valeurs ci-dessus,

A sin. f
Zg8sin.y— W
3 sin. v 3 . R ’
et
] (2 R cos. p— k)
23 cos.y+ 5+ W, R .
En vertu des valeurs de sin. et cos. y, savoir:
psin.y = A,
k — 2 Rcos. p
pCOs. y == .

Sin. [

Cies composantes se réduisent a
sin. ¢ (-2-6-—— £ W, sin. p-—%—),

CoS. ¥ (% d— I W, sin. p -%)

A cause du facteur commun, on voit ici que la di-
rection de la vitesse EB’ au point d’appul aprés le
choc est encore celle qui répond a langle y;
c’est donc celle de PA ou de B'B. Ainsi, 1l n'y aura
qu'a mener BE par le point B parallélement a AP,
et lintersection E avec AR prolongé donnera la
longueur AE pour la vitesse finale. On achévera en-
suite la construction comme dans la figure 1; c'est-a-
dire qu'on prendra le point M au milieu de B'E, puis

(D)
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on tirera AM qui contiendra le point extréme L de la
courbe. Pour avoir ce point, on prendra la distance
AL de manicre qu'elle soit a AM dans le rapport de
BE afg, ou de BMa : fg.

On voit d’aprés cette construction que le frottement
du tapis pendant le choc commence par porter I'élé-
ment AB en AD', absolument comme cela serait arrivé
pour une certaine partie de la courbe décrite par la
bille, si celle-cifut partie aprés le coup de queue sans
linfluencedu frottement pendant le choc, et se fiit mue
sur le tapis avec l'influence du frottement pendant la
marche en ligne courbe. L'influence du frottement
pendant le choc ne fait donc que supprimer une pre-
miéere partie de cette courbe en laissant subsister
la derniére partie et la marche finale, comme si cette
influence n’avait pas eu lieu.

On remarquera que, dans le cas ot la bille res-
saute , 1l suflira de faire toutes les mémes construc-
tions & partir d'un nouveau point A, qui sera celut ot
la bille retombe sur le tapis. Ce point sera éloigné du
premier point d’appui A a linstant ot le coup de
queue a €té donné d'une distance A donnée par

e Wsin. p V Ux 4 V3
g ?

A =

ou bilen

£ .

A= — sin. g V' (W,cos. ¢ — 3cos. v )2 +dusin.>y.
g

Dans ces nouvelles constructions, on devra rem-
placer le coefficient f; par £/ (1 4-2¢). En effet, le
premier choc de la queue produit alors une quan-
tité de mouvement verticale (1 + )W, sin. u, et le
choc sur le tapis a linstant ot la bille retombe,
une autre quantit¢ de mouvement verticale ¢ W, sin p.
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La proposition ctablie précédemment;savoir, que
Ja marche finale dela bille aprés le coup de queue in-
ciiné ne dépend pas de I'intensité du frottement, ou,
en d'autres, termes, de I'intensité de la quantité de
mouvement verticale W _sin. p avec laquelle la bille
choque le tapis, peut s’étendre sans difficulté a ce
qui arrive apres le choc contre la bande. On est
conduit ainsi a reconnaitre que dans le cas du choe
de, la bille contre la bande, en faisant abstraction
de la quantité de mouvement verticale due au frot-
{ement pendantle choc, nous n'avons commis au-.
cune erreur sur la direction de la marche finale de
Ja bille. Quant & la courbe décrite par la bille, elle
recoit une légére influence de cette quantite de mou-
vement verticale. Ainsi, dans le eas ou la rotation est
directe et ou u est positif et sin. = négatif, il y a un pe-
tit ressaut de la bille. Alors il faut déplacer un peu
Forigine A de la courbe dans la direction de A vers
B’, et d'une distance 2 déterminde par

_ e W sin. =z sin. « 7 sin.* v - {cos. o — fisin. @ cos. a)';
A = ér
En conservant ici aux angles « ef o la signification que
nous leur avons donné au chapitre VI. On devra
opérer en méme temps sur les ¢lémens AB et AH
un petit changement qui les rapproche de leurs
valeurs finales, pour tenir compte ainsi du choc
contre le tapis au moment ou la bille retombe, et cela
par la construction de la figure 34. Seulement, la vi-
tesse perdue par le frottement, qui est représenteéc
par la distance BB, devra étre prise égale
S, Wsin. p sin. «,
quantité tres-facile a construire sur la figure.
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Dans le cas o1t la rotation est rétrograde, et ot « est
négatifet sin « positif’; alors, sans déplacer Forigine A,
on doit faire de suite un petit changement sur AB' et
AH’ pour les rapprocher de leurs valeurs finales; en
employant toujours la construction de la figure 34
pour temr compte du petit choe vertical que produit
contrele tapis le frottement dela bille contre la bande
Cela se fera en remplacant la distance BB de cette
figure 34 par

J.Wsin. ¢sin, «.

Pour la pratique du jeu, ces modifications peuvent
tout-a-fait étre négligées, surtout pourles vitesses ordi-
naires qu'ont les billes au moment du choc contre la
bande.

Cependant il y a un coup ot I'on ne doit pas né-
gliger cette quantité de mouvement verticale; clest
lorsque la bille arrive 4 la blouse du milicu. On voit
alors que si la rotation est directe, la bille, étant un
peu soulevce par Yeffet du choce, ne retombe pas dans
la blouse, sila vitesse & I'instant du choc a ¢té un peu
forte. Mais, au contraire , si la rotation est rétrograde,
la bille n’étant pas appuy¢e sur le tapis & I'instant o1y
clle est renvoyée par la bande tendra 4 tomber plus
promptement : elle pourra entrer dans la blouse
lorsquelle posséde une vitesse qui la ferait sauter
par dessus dans le cas précédent. Ainsi, 4 vitesse
cgale, la bille du joueur risque toujours bien plus de se
perdre dans la blouse du mifieu quand elle y arrive
avec unerctation rétrograde.

Il se présente un cas particulicr ou, pour traiter le
coup de queue incliné, il faut modifier les construc-
tions, ainsi que nous avons remarquc quon devait
le faire dans le choc d'une bille contre la bande.
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Ce cas est celui out le frottement du tapis coutre la
bille pendant le choc est suflisant pour retenir ce
point d’appui de la bille, et le forcer & adhérer an
tapis sans glisser pendant le choc.

On trouve facilement la quantite de mouvement

nécessaire pour retenir le point d'appui en posant les
conditions

U, + Rg, 0,

V,— Rp, 0;
elles expriment que la vitesse absolue B'E au point
d’appui est nulle, c'est-a-dire qu'on a BB =— BE. Ces
équations, en vertu de la réduction des quantités
ci-dessus aux expressions (D)de lapage 162, peuvent
se réduire toutes deux a

R
8 —2 W, sin, p— =o.
P
ou bien en vertu de la valeur de 3, a
p
.f; :';i 'ﬁ':

Ainsi on voit que si p, c'est-a-dire AP ( fig. 34 ), est de-
venu assez petit pour que l'on ait
p=*%/i R, oup L f R,
le frottement f, changera de valeur et n’agira plus que
pour empécher le glissement. Sa valeur ne sera pas
alors supérieure a celle qui résulte de 'équation
p=71S R

Ainsi dans ce cas on prendra toujours BB'=BE, et la
bille sera de suiteason état finalaprés lecoupdequeue.

Pour que la bille se meuve aprés le coup de queue
avec les vitesses trouvées par les constructions préce-
dentes, soit dans le cas général, soit dans le cas parti-
culier dont nous venons de parler, il faut qu'apres le
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chac 1l y ait séparation de la bille et de la queue, afin
que celle-ci ne continue pas de toucher la bille et ne
modifie pas les vitesses déterminées par la supposi-
tion que la bille n’a recu qu'une quantité de mouve-
ment MW, dans la direction de ce coup de queue.

Pour déterminer a priori la vitesse W, et pour re-
connaitre si en effet il y a séparation, nous remarque-
rons que le tapis ayant une certaine compressibilité
due & I'épaissear du drap, la bille a dii descendre d'une
tres-petite quantité avant de recevoir du tapis une
tres-grande force qui ne peut se produire que quand
le drap est comprimé par le choe. Or, si le coup de
queue n'est pas trés-incliné, la bille aura parcouru
un certain espace avant que la compression du tapis
soit arrivée a son maximum; et pendant le temps
nécessaire pour ce déplacement, quelque petit qu'il
soit, on pent admettre que le choce de la queue est ter-
miné. En un mot, on peut traiter le choc presque si-
multané de la queue, de la bille et du tapis comme
deux chocs successifs.

En traitant donc le choc de la queue et de la bille
comme dans le chapitre deuxiéme, et appelant tou-
jours W’ la vitesse de la queue avant le choe, W', sa
vitesse apres le choe, W, celle de la bille aprés le choc
de la queue, M’ la masse de la queue; « la distance de
la ligne du choc au centre de la bille, et § la fraction
de la force vive totale qui se perd par le choc de ces
deux corps; on aura, ainsi qu'on I'a établi dans le
deuxiéme chapitre,

oM’ . a
I+ ‘/1—9*—7‘",]“(1'5‘; 2

W o w —
L1 L —
RN TO V¢



] M f 2
1 gV 2
W, = W M M R
' I+£a’ M
S TR T

L'effet du deuxiéme choc contre le tapis, dans la
supposition la plus générale ou il ferait ressauter un
peu la bille, sera de changer la vitesse W, en une vi-
tesse dont les composantes horizontales dans le sens
du coup de queue et dans le sens perpendiculaire au-
ront les valeurs donneées ci-dessus , savoir

V= W, cos. p — f, W,sin. pcos. 7,
U=_fi W, sin. p sin. 7.
La troisiéme composante verticale que nous désigne-

rons par S sera donnée par

S = ¢ W, sin. u.
¢ désignant la petite portion de vitesse normalerendue
par le tapis.

Pour que la queue ct la bille se scparent apres le
choe, il faut qu'en prenant les vitesses de ces deux
corps dansle sens de lanormale au point de choc, la
premiére vitesse soit plus petite que la deuxieme.

En désignant par NW et NW/, lesangles que font
avec la normale les vitesses W, de la bille et W/, de la
queue, on devra avoir pour laséparation apreés le choc,

— W_cos. (NW)>> W/ cos. (NW/).

Sil'on appelle — » et ¢ les coordonndées du point de
chec dans le sens des y et des z, / étant la coor-
donnée de ce point dans le sens des x; on aura
nY — AU —¢S

R .

— W, cos, (NW) =
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En remettant dans cette expression pour U V et $
leur valeur, on a

—W,cos. NW)=W ncos‘p‘_Sin'P(.f;(kSiH-“j—]-‘ncos.-y)-i_g;;)]
X . — 1 R .
D’autre part on a

3_. 9 i , .
—cos. (NW/) = VR —a __ neos. pEsin, ¢

R R

Ainsi, la condition de séparation deviendra

ncos. p— sin. g ( f1 (hsin. ¢ +n cos. g) 4-€%) W/
% €08, g+ & sin. p > W

ou bien en mettant pour W et W leurs valeurs en
fonction de la distance a

s
nCOS. st—8in.p( _f:(ksinry +ncos.q)+sk) M M * Ro
7 €08, f1.+ Z sIn, 7 V ‘M’ P
L ‘“0“”15?1"“(‘*5'&)

Les quantités @ 5 g et 2 étant liées par les relations
a? = (nsin. p — & cos. u} 4k,
n == COS.u VR —& —sin. u Ve — 12,
¢ = cos.p l/;’—jz?-l- sin. I/R’————a,;
Si dans I'inégalité ci-dessus on divise les deux ter-
mes du premier membre par y cos. p, on aura

ho . .
1 — tang. (f; (T sin. 3 = cos. 7) e € g) W
' > W,

g
1 + — tang. n
n w!
En laissant ici pour abréger le rapport-—vv'-auheu

1

de la valeur en fonction de la distance a.
Examinons d'abord le cas ou a~=o, ce quidonne
h=o0, nsin. p==¢cos, p, €O8., == 1 et sl y==0;
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En vertu de la valeur numeérique que prend e

deuxiéme membre de I'inégalité pour =—0,13 :

’

’ W:
on aura
1—tang. p (f 4 tang. u
I + tang.” p

) > 0,48,

¢ €tant négligeable et /, pouvant étre pris égal 4 0,30,
on tirera de la que

tang. p < 1,24.
Ainsi Ia bille et la queue se sépareront encore aprés
le choc pour une inclinaison de la queue dépassant
le demi-droit.

Si nous considérons le cas ot la queue touche la
bille au point d’arriére , cas ot 'on a 7 — R, =0,
et ~==0; alors en remarquant qu'on a

VA
COs. p= J— I‘? ’
I'inégaliteé ci-dessus devient
WI
I — tanz. u —,
ot .ﬁ> WI
Vu la petitesse du terme £ tang. 1, cette condition
est & peu prés la méme que lorsque le choc se fait
horizontalement, puisque, dans ce dernier cas, il
faut qu'on ait pour la séparation
'W.f
W,

1>

Dans le cas du choc incliné, lorsque la queue frappe
ainst au point d’arriére, l'angle 4 est limité par la dis-
tance a, puisque celle-ci ne pouvant dépasser 0,60 R,
on ne peut avoir au plus que

a
cos. v = 1— — = 0.80
P a’ ’ ]

ce qui répond a un angle .. de 36°.
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Si I'on frappe un peu au-dessus du point d’arriére
et un peu de coté, alors si @ n’est pas trop grand,
on peut prendre I'angle p jusque 45°. Mais p et a de-
venant un peu grands, la condition de séparation n’a
plus lieu, et le coup n’est nullement assuré, pulsque
la bille et la queue ne se séparant plas apres le choc,
les élémens du mouvement dépendraient du frotte-
ment et ne seraient plus assujettis a la construction
de la figure 34. Néanmoins, les joueurs exercés trou-
vent moyen de retirer la queue si rapidement a
I'instant du choc, qu'ils font disparaitre cette cause
d’'incertitude dans les effets des coups de queue 1n-
clinés et excentriques, et qu’ils opérent des effets as-
surés hors des limites indiquées par l'inégalite ci-
dessus. 11 leur suflit alors de ne pas dépasser pour
la distance a la limite de o,70 R, qui est toujours
nécessaire pour que la queue ne glisse pas sur la
bille au moment méme du choc.
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